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第 一 章 ”初等 计数 函数 
1.1. 排列 与 组 合 


1.1.1. 四 种 基本 的 排列 组 合 问题 
我 们 首先 从 一 些 简单 的 例子 人 手 来 说 明 排 列 和 组 合 这 两 


ais 
| . 有 三 个 不 同 颜色 的 球 a,5，c， 每 次 取出 二 个 
排 成 一 排 ,共有 多 少 种 排 法 2 
容易 得 出 ,共有 六 种 排 法 ,它们 是 
ab, ac, ba, bc, ca, cb, 
这 里 问题 中 的 " 排 成 一 排 ? 四 个 字 意 味 着 我 们 强调 两 个 球 的 先 
后 次 序 , 例如 ad 与 5a,， 同样 是 由 两 个 球 4 与 5 组 成 的 , 但 
因 次 序 不 同 , 便 看 作 是 不 同 的 排 法 . 
HA2 有 三 个 不 同 颜色 的 球 a,b, c, ERREZA 
构成 一 组 ,共有 多 少 种 取 法 ? 
这 里 “二 个 构成 一 组 ”意味 着 我 们 所 关心 的 只 是 一 个 组 由 
哪 二 个 球 组 成 , 而 不 计较 它们 之 闻 的 次 序 。 对 于 问题 2 易 见 
共有 三 种 取 法 , 即 
{a,b}, {a,c}, {b,c}, 
在 上 面 的 写法 中 (2. 5} 也 可 以 写作 {6, a}、 两 者 都 表示 由 
a, b 两 个 球 构成 的 那 一 组 ， 
从 这 两 个 简单 例子 中 ,我 们 可 以 引出 排列 和 组 合 的 定义 : 
定义 1， 设 .er 一 {as a2. 71+ an} 是 由 普 个 不 同 元 构 


aa J o 
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成 的 一 个 集合 ， 则 称 自 .er 中 有 序 取出 的 ”个 元 为 e 的 
一 个 -排列 ,而 称 由 .ex 中 无 序 取 出 的 = 个 元 为 .ex 的 一 
个 2 组合. 

于 是 我 们 可 以 说 , 3 个 不 同 的 元 可 以 构成 6 种 2- 排 列 , 3 
种 2- 组 合 . 

问题 3。 有 三 个 盒子 甲乙 、 认 , 每 个 盒子 中 放 着 颜色 相 
同 的 球 , 甲 中 为 球 a, 乙 中 为 球 b, 丙 中 为 球 <。 现 从 这 三 个 
盒子 中 任意 取出 两 个 球 排 成 一 排 , 问 有 多 少 种 不 同 的 排 法 ? 


这 里 “任意 取出 ” 是 指 两 个 球 既 可 取向 不 同 的 盒子 ,也 可 
RERET mabe IO ATE E.S 
见 共有 9 种 排 法 : 

aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, ch, ce, 

这 种 排列 称 作 是 “允许 重复 ”的 排列 ,问题 中 的 “任意 取 
出 ”还 意味 着 我 们 对 重复 的 次 数 不 加 限制 。 同 样 ,在 “组 合 ”的 
计算 中 也 可 以 有 重复 .由 三 种 颜色 的 球 构成 的 2- 组 合 , 当 允 
许 重 复 时 ,共有 6 种 取 法 ,它们 是 

{a, a}, {b,b}, {c.c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}. 

上 面 我 们 从 四 个 简单 的 例子 出 发 引出 了 四 种 最 基本 的 排 
列 组 合 问 题 ， 下 面 我 们 转向 一 般 情形 的 讨论 . 

命题 1。 由 * 个 不 同 的 元 共 可 构成 

[m], = m(m—1)(m —2)-+*(m—n +1) (1) 
种 不 同 的 > 排列， 

证 . 从 到 个 不 同 的 元 中 顺序 取出 # 个 元 时 , 头 一 个 元 可 
从 芭 个 元 中 任 取 其 一 , 计 有 w 种 取 法 ; 头 一 个 元 选 定 后 , 第 二 
个 元 可 从 剩 下 的 m 一 1 个 元 中 任 选 一 个 , 计 有 (m 一 1) 种 
取 法 ;… 当 选取 最 后 一 个 元 对 , ARF mw 一 w 十 1 个 元 可 供 
选择 , 故 第 > 个 元 有 (m 一 2 +1) 种 取 法 ; 因此 顺序 选 出 # 
个 元 共有 mn —1)(m— 2) (m —n +1) HJR. 


。 2 。 
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公式 (1) 的 一 个 重要 的 特殊 情形 是 n= m, 此 时 [m1, 二 
[n], = n(n —1)(n — 2) -- -2 .1 即 为 个 不 同 的 元 排 成 一 
行 的 各 种 排列 之 总 数 。 [w]。 一 般 记 作 n, RE “n 的 阶 
Fe”: 

ni = n(n —1)(n — 2) 2-1, (2) 
此 外 ,我 们 约定 0! 一 !. 

在 计算 机 算法 中 ， 有 时 我 们 需要 按照 一 定 的 法 则 ， 逐 次 产生 全 部 

ay 个 排列 。 JES ERAS MANS HEI BIE (IL Nijenhuis[118], 


Beckenbach[30])， 其 中 最 有 效 的 算法 是 由 Johnson 45 Trotter 提出 
的 .在 这 一 算法 中 ， 后 一 排列 可 从 前 一 排列 中 交换 两 个 相 邻 元 的 位 置 
得 出 ， 例 如 对 = = 4， 由 此 算法 得 出 41=24 种 排列 为 


表 1. 


这 一 算法 在 1975 年 为 Asara 等 所 进一步 简化 ( 见 Asara, Tampasan 
[26]). 

图 1 表 出 了 以 表 1 所 列 24 个 排列 为 顶点 的 凸 多 面体 .两 个 排列 
若 其 -- 可 由 另 一 交换 两 个 相 邻 元 的 位 置 得 出 时 ， 在 图 ! HERA AS 
两 顶点 。 用 图 论 的 术语 来 说 ， 由 上 述 算法 顺序 得 出 的 诸 排列 相当 于 此 
凸 多 面体 上 诸 顶 点 间 的 一 条 Hamilton H, 

命题 2， em PACE AK mln, 种 ”组合 . 

证 . ”由 定义 ,w- 组 合 与 "排列 之 区 别 在 于 前 者 不 计较 
元 的 先后 顺序 ,因此 由 每 个 wx- 组 合 可 以 作出 ny 个 不 同 的 a- 
HJ. TEES Can 种 w- 组 合 , 则 Cma 71 = [m], 由 
此 Cmn = [mm]s/nl. 
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432) 4312 


图 1。 由 ?23 个 排列 为 顶点 构成 的 凸 多 面体 


[mla/nt 一 般 记 作 { O 
(7) = mmn = 136m = Dm—n par G) 


称 为 二 项 式 系数 ,在 组 合 分 析 中 占有 重要 地 位 ,我 们 将 在 下 一 
节 中 详 加 讨论 . 

命题 3、 由 双 种 不 同 的 元 可 作出 的 重复 次 数 不 限 的 n- 
排列 个 数 为 m, 

TE. 实际 上 , 从 wr 种 不 同 的 元 有 序 取 出 # 个 元 时 , 由 于 
元 的 重复 次 数 不 限 ,每 次 选取 时 均 有 和 种 方式 ,于 是 共有 mx 
mX Xm 一 m” 种 选取 方式 ， 

命题 4 由 ?种 不 同 的 元 可 作出 的 重复 次 数 不 限 的 n- 


maa (OE 


n )- 
证 . 今 将 普 种 不 同 的 元 用 1 2, …, m 予以 编号 , 于 是 
每 个 允许 重复 的 2- 组 合 具 有 形式 {as 425 * "5 ants 其 中 


“4 e 
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4 过 4 三 .… Sa, 因 人 允许 重复 ,其 间 等 号 可 以 成 立 。 OF 
{ais a, --+,a,$ 对 应 于 

{a +0, aat 1, tt, an t nahl}, 
此 种 对 应 是 双向 单 值 的 ， 亦 即 不 同 的 {ais a2, een 44} 对 应 
不 同 的 {as a, +1,-++,@,+r2—1}, 反之 亦 然 ”但 la, 
4 十 1,.…, ea 十 2 一 1} 显然 是 集合 {1.2, m,m- 
l, -e,m a? ae 5#- 组 合 , MHA 


(CT) 

在 上 述 证 明 中 ， 我 们 将 带 重复 的 组 合计 数 问题 转化 为 不 
带 重复 的 组 合计 数 问题 ， 这 种 转换 技巧 在 组 合计 数 中 经 常 遇 
到 。 下 面试 再 举 一 例 说 明之 . 

问题 4. 一 个 4 个 元 的 集合 ,ex ,共有 多 少 个 子 集 合 ? 

例如 当 .ez = {a,b,c} 时 , 它 的 子 集合 计 有 

Ø, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {6, c}, {a,b,c} 
共 8 个 ,其 中 多 表示 不 包含 任何 元 的 所 谓 “ 空 集合 ”. 

SES. 集合 .ex 的 于 集合 个 数 为 21*1, 这 里 | er | 表 
RRA vo 中 元 的 个 数 。 . 

WE. Ki = {a, an ,anj A 的 每 个 子 集合 
{ais dis ttt ap) 与 一 个 二 元 序列 010…011…100 一 一 对 
WM, SRE isis t,i 个 位 置 上 为 1, 余 为 0。 而 由 命 
题 3, 此 种 w- 排 列 的 个 数 为 2 一 2 

命题 3 也 可 以 改 述 成 另 一 种 形式 : ”一 个 > 个 元 的 排列 
api tsaa, AI a 可 取 自 集合 ,ex 中 任意 一 元 , 则 全 部 
排列 个 数 为 |e |". 在 这 一 陈述 形式 下 , 此 命题 显然 可 以 推 
广 成 

命题 6。 一 个 ”个 元 的 排列 a1,az,…… ,as; 若 元 a; 可 取 
BRS .er, 中 任 一 元 , 则 全 部 排列 个 数 为 | oy | x [ra] x 


e 5 。 
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… X Jal. 

月 集合 论 记号 ,命题 6 也 可 写成 
leer Xe X 7° X A al 

= |! X |e] XX wel. (4) 
RP ef = WK IX Kin 表示 诸 集 合 Sv 
og”, NAR, CHEM (a, a, °°, an), EIP a; € efi 
的 元 所 组 成 . 


y 


1.1.2. Brae 


在 上 一 小 节 的 讨论 中 我 们 引出 了 计数 函数 [m] BR 
我 们 称 
[x], = «(x —1)(4 — 2) (x —n +1) (5) 
为 下 阶乘 函数 。 与 之 相应 ,我 们 定义 上 阶乘 函数 为 
[x]" m r(x + 1)lr +2) C +n 1). (6) 
下 面 的 命题 给 出 了 上 阶乘 函数 的 组 合 学 意义 . 
命题 7. 人 人 ,im 
个 盒子 可 容纳 的 元 限 ,但 必须 计 及 放 和 时 的 先后 次 序 ( 即 
所 谓 “ 有 序 的 盒子 ”), 则 共有 [m]” 种 放 法 . 
例如 将 元 {1,2} 分 放 到 2 个 有 序 的 盒子 中 ,共有 [2 一 
6 种 放 法 : 
人 11，2 1}2 1,2] Ø 
@}2,1 211 2,1! Ø 
X. RE SA T, 种 放 法 ， 在 ”一 工 个 元 的 情 
形 , 每 一 种 放 法 可 以 表示 成 
站 
在 这 一 排 中 有 (no 一 1) + (Cm 一 1) MCS, R1, 于 是 
将 in 放 人 时 共有 人 一 1 + (m—-1)4+1 种 方式 , AK 
Tae (mtn —1)Tsa EILEAR Ta = [m]", 


e. 6 » 
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同样 ,与 [m]./o 相应 ， 我 们 给 出 [m]"/n! 的 组 合 学 
意义 如 下 : 

设 .ex 为 由 ;个 字母 a, a'to am 所 构成 的 一 个 有 
序 集合 ,其 次 序 为 a< a< i< amn 一 个 由 .ex 中 字母 
拼 成 的 字 arrier 若 满 足 条 件 SS Srn NER 
为 一 个 递增 字 。 例如 对 .ex = {a,b, cja 二 5 二 c、 长 为 
2 的 递增 字 共 有 6 个 : 

aa, ab, ac, bb, bc, ec, 

命题 8。 wr 个 字母 a <a an KAHAR [m]*/n} 
SEA n 的 递增 字 . 

证 . s 个 元 在 rw 个 有 序 盒子 中 的 每 种 分 放 方 式 均 可 对 
应 一 个 递增 字 ， A me 4, n m 7 


| 3 | 12511 | | | 647 |—>ai020242444444。 
— ne) 
a, a, a3 a4 


每 种 分 放 方式 对 应 于 一 个 且 仅 一 个 递增 字 , 而 对 每 个 递增 字 
HA a, 个 不 同 的 分 放 方 式 与 之 相应 。 由 此 怎 可 推出 所 述 命 


am & 
1.1.3. PICT lL 


G) (Banach KMD, VW Feller[ 63]) 一 个 数学 家 ， 
随身 携带 两 个 火柴 盒 , 当 他 要 用 火柴 时 ,随意 从 其 中 的 一 盒 中 
取出 一 根 。 假定 开始 时 两 个 火柴 盒 中 各 有 > 根 火 柴 , PER 
一 次 该 数学 家 发 现 拿 出 的 那 盒 火 上 染 已 经 用 空 时 ， 另 一 盒 中 尚 
Bl plp <n) 根 火 柴 的 几率 是 多 少 ? 

解 . 该 数学 家 从 开始 使 用 两 盒 满 的 火 煤 起 至 发 现 所 述 
情形 止 ， 共 用 去 了 2n 一 p 根 火柴 ae, ez- 其 中 a, 
ETAR B, 表示 第 i 根 火柴 取 自 盒子 4 或 盒子 B。 此 种 排 
列 显 然 有 22 ~* 种 (命题 3) ,而 欲 出 现 所 述 情形 ,必须 在 a; 中 


e 7 。 
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‘In — p , 
有 ”个 4 或 * 个 8, 此 种 排列 显然 有 2 (”””) 个 (命题 2)， 


因此 所 求 几率 等 于 


CG = ") Ve 22n-p-1 
m = . 


Gi) (Boltzmann 分 布 , 见 青 有 祺 [7]) 一 个 晶体 体系 由 
a 个 原子 组 成 ,其 中 有 n 个 原子 能 级 为 st mm 个 能 级 为 £2 
“。 每 种 能 级 sj 又 有 wj 种 不 同 的 量子 状态 ,能 级 为 si 的 
原子 可 以 处 于 其 中 任 一 状态 , 问 此 种 体系 有 多 少 种 微观 状态 ? 
此 问题 相当 于 从 o 种 编 了 号 的 红 球 中 取出 n 个 (编号 
人 允许 重复 ) ,从 oa 种 编 了 号 的 黑 球 中 取出 x 个 ,… 将 它们 排 
成 一 排 共 有 多 少 种 方式 ? 例如 m = o 2, mw, = Tt 
共有 12 fp: 
a,a,b aba, baa, 
aab a,ba, baa 
Agn azba, baa, 
|) akar ba: 
为 解决 这 一 问题 ,我 们 首先 注意 到 x 个 不 同 的 球 共有 2! 
种 排列 方式 ,如 果 同 色 球 之 间 没 有 区 别 , 则 共有 n/m 
种 排列 , 因为 此 相当 于 从 # 个 位 置 中 任意 选 出 mm 个 放 红 球 ， 


计 有 (”) 种 .然后 从 n= n 个 位 置 中 选 出 m 个 放 黑 球 , 共 


J Wn Fea 74 | (| 


zl/pilzal BR {A m 个 红 球 有 o 种 编号 , 且 编号 可 以 任 
取 ， 故 排列 方式 个 数 等 于 m 种 元 的 可 重复 的 mm- 排列 个 数 
oz。 因此 总 的 排列 方式 个 数 亦 即 体系 的 油 观 状态 数 为 

工 一 lmloal oro at J| wi/na C7) 


| 


对 于 一 个 体系 而 言 它 的 总 粒子 个 数 ”与 总 能 量 s 是 确定 

的 , 亦 即 
Ling = ns inje = E, (8) 
试问 哪 一 种 分 布 mo n -所 给 出 的 微观 状态 数 工 为 最 大 ? 
此 问题 归结 为 在 条 件 6) 下 求 目 标 函 数 工 之 极 大 。 应 用 
Lagrange 乘 子 法 可 解 出 状态 数 最 大 的 分 布 为 
n? = (nfw@) oe ti, wo = Doj, 

其 中 8 为 常数 。 此 种 分 布 在 统计 力学 中 称 作 Boltzmann 4} 7, 

本 节 讨 论 了 几 种 简单 但 很 基本 的 组 合 排列 问题 ， 在 应 用 
中 我 们 会 遇 到 一 些 更 复杂 的 情形 ， 例 如 在 排列 计数 中 , 我 们 
可 以 对 元 的 重复 次 数 加 上 若干 限制 ， 对 元 的 相 邻 关 系 或 者 位 
置 提 出 某 些 要 求 ;我 们 还 可 以 考察 环 状 的 排列 等 等 ,这 些 问题 
的 求解 需要 更 多 的 技巧 ,我 们 将 在 以 后 各 章 中 陆续 讨论 . 


12, 二 项 式 系 数 


1.2.1. Lazen 


“二 项 式 系数 ”的 名 称 来 自 下 面 的 二 项 式 展 开 定理 ; 
定理 A〈 二 项 式 定理 )， 设 ” 为 非 负 整数 , 则 


a tay )* (1) 


式 中 求 和 下 标 《 遍及 0 E n 的 非 负 整数 。 

证 . Ad +e) t2)it2)---A+2), ER 
开 过 程 中 , 自 # 个 括号 (1 十 *) 中 任 选 《个 , 取出 *， 再 从 
余下 ” 一 个 括号 中 取出 1, 便 形 成 一 个 宕 次 xt, 因此 展开 


式 中 xt 前 的 系数 即 为 = 个 元 的 人- 组合 个 数 (小 


| 


今 将 二 项 式 系数 (，) 排 成 下 面 的 三 角 阵 形式 


这 一 三 角 阵 称 为 “杨辉 三 角形 ”. 我 国 早 在 十 一 世纪 中 叶 ， 
在 宋朝 的 《黄帝 九 章 算 术 细 草 》 中 就 烈 出 了 这 个 三 角 阵 ,用 于 
开 任 意 腐 次 方 根 , 较 之 欧洲 人 的 同一 发 现 要 早 三 百 多 年 . 


an 项 式 系数 的 各 种 性 质 之 前 ,我 们 首先 将 ( ，) 的 


定义 范围 予以 适当 扩大 。 为 此 注意 到 表示 式 (1.1.3)* 的 右边 
实际 上 对 任何 实数 mw 均 有 定义 ,因此 对 于 任意 实数 a RIE 
义 


(JTG Dekt DAR @ 
由 此 定义 特别 可 以 推出 

—n 2 十 太一 1 

Cm g 


1) 式 (1.1.3) 表示 1.1 节 第 (3) 式 ,又 如 命题 (1.2.2) 表示 1.2 节 命 是 2, 等 
等 ， 


e 10 o 
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n 
(fo 0,1, 2, 205 maT, 2357+.) 


此 外 我 们 约定 
(Oi) enas & 


利用 上 述 诸 式 , 便 可 将 二 项 式 系数 ( ，) 的 定义 扩大 到 ”为 任 


意 实 数 , 为 任意 整数 的 情形 ， 在 此 种 扩大 了 的 定义 下 ,由 复 
变 函 数论 的 已 知 结果 可 以 推出 : 二 项 式 定理 (1) 对 任意 实数 
”成立 ,此 时 式 中 的 求 和 下 标 遍 及 所 有 整数 ,但 当 ”不 是 非 
负 整数 时 ,要 求 变量 jz| <1, 

下 面 我 们 从 二 项 式 定理 (1) 入 手 , 推 导 二 项 式 系数 的 一 些 
基本 性 质 . 在 下 面 诸 等 式 中 ， 若 无 特别 说 明 ， Ms, Ns k» p 等 
均 表示 非 负 整数 ， 和 式 Dy 遍及 所 有 非 负 整数 k 

1. 基本 关系 式 

(J) mae D1 >. (6) 
由 此 推出 对 称 关系 式 


A coy o 
2. 加 法 公式 


人 (对 任何 整数 4). (8) 


这 一 等 式 表 示 在 杨辉 三 角形 中 ， 每 个 数 等 于 它 肩 上 的 两 个 数 
之 和 . 
3. 和 式 


Oe) o 


elle 
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一 般 


i 


n 


-= 1(2 十 2cos = =). 


Cs en meee 


m—1 
As i(n — 2 
oe 5 (2c0s!*) cos in 2A) 
m j=0 m K 


4 积 之 和 


om +n 


(i DZ ai Oa J \ 9 ) 
W301) 


(iii) 2 (| \( 
AFAD 


° 12 。 


(= 


ee 


ip) ie DESE 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


| 


式 中 6,,, 为 Kronecker 符号 : mæn 时 5 一 1, 否则 一 0， 
上 式 之 特例 为 

ODED ) om (19) 

证 。 1 首先 我 们 注意 到 当 ”为 非 负 整数 时 ，(1) 式 的 导 
出 只 利用 了 (7) 的 组 合 学 意义 ,因此 我 们 完全 可 以 自 W 式 
出 发 推 证 (6) 式 ， 为 此 ,只 须 在 (1) 式 两 边 对 * 求 导 次 ,然后 
令 * 一 0, 即 得 na 1) G@—k+ = (7) ar 此 如 
OR. 

2. (8) RAM A+ 一 (1 H rA + r) A 
边 展开 式 中 比较 x 前 的 系数 得 出 . 

3. (9) 式 可 在 (1) 式 中 取 + 一 1 得 出 . 

(10) 式 可 从 等 式 

P+Qts) + tate td tee 
一 (( + xy” — 1)/x 

比较 两 边 x” 前 系数 得 出 . 

OD 式 左边 显然 为 O +a HiQ + e). 


十 (1 +o 展开 式 中 e 前 面 的 系数 ;将 这 一 等 比 级 数 求 
和 ,得 (1 +x) — HG 十 x)*, 它 的 展开 式 中 x? 前 的 


SS ), BUDA 
12) 式 与 (13) 式 均 为 (14) 式 的 特例 .为 证 (14) 式 我 们 注 
意 到 ， 对 于 任 一 和 式 fe) 一 DD aart, 着 以 口 记 1 的 中 次 
k 


ffs o 一 exp (724), 则 对 任 二 整数 m > 0, 


| 


a,x* + O E + B permet + +: 
m—1 
= (1/m) SS witf(wix). 
j=0 


S (x) 二 (1 H r)", 并 注意 到 (1 十 exp(2at))” = (2 cosa)" 
exp (nai), BERADA. 

4.015) 式 可 从 (1 + xz)"+* 一 (1 + e 十 x)” 两 边 
比较 x? 前 系数 得 出 . 

(16) 式 可 从 A + (1/z))"(1 + x)” = (1 十 rz)ntm/x 
两 边 比 较 x? 前 系数 得 出 . 

(17) STM AHAAA 十 z+)" 二 (1 十 x) ttre 
两 边 比 较 x 前 系数 得 出 . 


+s) (7) 两 边 对 = HSE mk, AIRD 
k 
my, 即 得 
Or o 
& r= —1 即 推出 (18) 式 。 


迄今 ， 人 们 所 发 现 的 有 关 二 项 式 系 数 的 恒等式 已 有 上 和 干 
个 , 上 面 选 列 了 最 常用 的 4 组 。 读 者 可 在 Gould[ 72] 中 找到 


更 多 的 关系 式 。 在 上 面 诸 式 的 证 明 中 , 我 们 运用 了 相同 的 推 


理 方式 , 即 均 从 二 项 式 定理 (1) 入 手 。 这 些 关系 式 当然 也 可 以 
从 基本 关系 式 -(6) 或 (8) 出 发 或 者 直接 从 ( ，) 的 组 合意 义 推 
E lh 


Os ees Oe 


mtis m+2 n 
EIEI ene) 
m m m 


"14. 


| EEE | 


ae) le 
又 如 (15) 式 也 可 经 下 面 的 推理 得 出 :考察 "个 元 的 集合 .or 
和 mw 个 元 的 集合 B 之 并 集 AUB, AUB RA m+ 
"个 元 ,因此 它 的 p- 组 合 个 数 等 于 (”。”)， 但 另 一 方面 
SAWS TALE of 中 取出 及 个 元 ,再 从 @ 中 
取出 p 一 上 rama si ("SC ) 种 取 法 ， 令 X 


遍及 0 到 ”, 即 得 证 (15) 式 ， 
我 们 在 证 明 中 之 所 以 都 从 〈1) 式 人 手 ， 目 的 是 强调 一 下 
下 一 章 中 将 详 加 说 明 的 生成 函数 方法 ， 事 实 上 ， 有 些 等 式 如 


(197， 孝 寺 楼 从 ( ， ) 的 组 合 学 意义 或 基本 关系 式 (6) 出 发 
证 要 困难 得 多 . 


k 


1.2.2. 二 项 式 系 数 之 推广 


1. 多 项 式 系数 .注意 到 二 项 式 基本 定理 (1) 也 可 表述 成 : 
Be 为 非 负 整 数 , 则 


e 15 6 
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(x + yy = 2 re (20) 


将 变 元 x, y 的 个 数 增多 , 即 得 到 下 面 的 
TEB (SHATA). Æ = 为 非 负 整 数 , 则 


(4, +x, t c++ E FO > 


2p By pad 
stny tapam 
n 
x ( ) xix]: . “XpPe (21) 
nis P25 ***s Mp 

其 中 

.@ ) a a (22) 

Bis Nis °° % 5 Ny nina! eny! 

称 作 多 项 式 系数 


为 证 明 (22) R, RAE (21) 式 两 边 施 以 微分 算 子 
8° /OxpOx7- ° “DOxrpp， 并 令 x=0, 便 得 


a= (_ ni, S np ) mitra 

由 此 便 推出 (22) 式 , 

多 项 式 系数 的 组 合 学 意义 如 下 : 

命题 1， 将 4 个 不 同 的 元 分 放 在 ?个 盒子 T,, -…, 7， 
中 ,在 Ti 中 放 m 个 ,在 Ta 中 放 m 个 ,…, T, Kn, 个 ， 
而 En 一 "在 同一 盒子 中 元 之 间 的 次 序 不 计 , 则 共有 
G o EDR. 

3E. 见 1.2.3 节 中 问题 2 之 解 。 

命题 2， 将 m PEE, m DAR, ,ny 个 红 球 排 成 一 
re, ra ak Zima sew ("TT +) 


种 排 法 . 


e 16 。 


fis May °°" Np 
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和 证. WE. 
2. Gauss 二 项 式 系数 ， 所 谓 Gauss 二 项 式 系数 是 指 


k/a (1 T oy ° 


若 将 上 式 右边 的 分 子 分 母 约 去 公 因子 (1 一 然后 令 4 一 
1, 即 见 tim (7 ) =- (人 亦 即 二 项 式 系数 ( ，) 可 以 看 作 


Gauss 二 项 式 系数 在 9 一 1 时 的 特例 . 
Gaus 二 项 式 系数 出 现 于 有 限 几 何等 问题 的 研究 中 . 若 


ORR 4 一 Pr, 则 ( ，】 的 组 合 学 意义 是 ， 它 表 


示 有 限 域 GF(q) 上 + 维 向 量 空间 的 维 子 空间 的 个 数 〈 见 
BELEN). 对 于 Gas 二 项 式 系数 亦 成 立 的 有 一 系列 与 
通常 二 项 式 系数 相仿 的 等 式 ,例如 


(ese: 0 


此 式 当 g 一 工时 即 化 作 二 项 式 系数 的 加 法 公式 (8). 由 (24) 可 
见 ,( ，】 可 表示 成 4 的 多 项 式 ,此 种 多 项 式 通常 称 作 Gauss 
多 项 式 ,由 此 可 以 引出 所 谓 Gauss 和 ,常见 于 一 些 数论 问题 


的 应 用 中 ( 见 Rademacher [130]). 
3. 二 项 式 系 数 的 另 一 种 推广 方式 是 将 的 定义 域 推广 到 


任意 的 实数 ， SATA RET O) 一 人 etd, 与 函数 


B(x, 9) = | FAPA RRR BCxsy) 一 TCG)TCY)/T 
G+), HERA (S) =G + Die 及 To 二 


. 17 。 
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mot, WAAL BC, ak D fA (|) 在 任意 实 
an, k 情形 时 的 定义 。 
1.2.3. Shannon 不 等 式 , 二 项 式 系 数 的 数论 性 质 


在 组 合计 数 方法 的 应 用 中 ， 我 们 还 会 遇 到 有 关 二 项 式 系 
数 的 其 它 结果 .作为 例子 , 我 们 给 出 有 名 的 Shannon 不 等 式 
和 Lucas 定理 ,它们 在 信息 论 和 纠 钳 编码 中 有 着 重要 应 用 . 


Shannon FER. iF) 与 ”为 非 负 整数 , A 1 二 二, 风 


y 


> ( ， ) L 2"80/ (25) 


其 中 H(p) = —plogop — (1 — p)log.(1 — p). 
证 . (Park [123] id 
L n 
A(a, 1) 之 C > 
B(n, 1) = 2080) =a (n/1)'(n/(n — DY. 
因 A(n, 0) = B(n, 0) =1, AQL, 1) < AQ, 21) = 
27 mm B21, 2), KODAK (m, 1) = (a, 0) 及 Qi, 1) 时 
为 真 。 为 完成 对 I< n/2 AER, REA: 若 (25) K 
对 (n, D 及 (a,i 十 1) 为 真 , 则 对 (* 十 1, 7 +1) 也 真 . 事 
Sk, 若 将 (25) 式 记 作 命题 Sx, D, 并 将 之 排 成 如 杨辉 三 角 
形 的 形式 , 则 显然 可 见 : 除去 Sa, 0) 及 5S(21, 1) Hb, 余下 
的 Sla D 之 正确 性 可 从 它 肩 上 的 两 个 命题 之 正确 性 推出 . 
现 从 命题 Sla, D 及 Sn, +1) 推 证 SG +1, 1+1). 
由 加 法 公式 (8) 可 见 
A(n+1,/+1) @A4@,14+1)+4G@,)), 


«1B 。 


| SELON TET Try: | 


故 由 归纳 假设 
A(n+1,14+1)<BGat+1,/+1})(et+ 8), 
其 中 
a= Bin, i +1)/Bae +1,14+1) 
= (n/n +1) Cai) /Ce— 1-1) "(nD /(n +1), 
B = Bin, D/B(n +1,14+1) 
= (n/(n + D+ D/C + D/C + 1)). 
我 们 只 人 须 证 明 «二 8 二 1， 为 此 在 上 面 两 式 之 两 边 取 对 数 ， 
并 注意 到 logx <r —1, HIG 


loga < —1/(n +1), log8< — (a Eye +1). 
故 


a BE < (eH IAD 十 e-DVetD， 
(241 <1 <n—2hyn 1-1 21,0 1 ee 
+eP<ret<i, 证 毕 . 
在 不 等 式 (25) 中 出 现 的 函数 HO) PER, 是 信息 
论 中 用 以 度量 信息 量 的 一 个 重要 函数 。 Shannon 曾 以 上 述 不 
等 式 (25) 为 工具 导出 了 有 名 的 信息 论 基本 定理 ( 见 Feinstein 
[62]), 


下 面 的 Lucas ERRAT (7 ) 的 数论 性 质 ， 


Lucas EH. ike ARM, n= Enp, k= Dike’ A 
n 与 的 pp 进 制 展开 , 则 


G) 5 I G E (26) 


证 。 首先 我 们 注意 到 当 p> 时, (2 ) 一 ?Cp 一 1)… 


《p 一 十 1)/h1 为 正 整数 ,因此 kt RE pe 一 1)…(p 一 
《十 1)。 但 ?为 素数 ,二 ps 因此 k RE (p 一 1D(p 一 
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DCP k+1), BTI (7) 有 因 于 ,此 即 当 p> 和 


p 
时 ， (i) = 0 (modp), FE (1 +2)? =1 + 2° (modp), 


由 此 
(1 十 xz)” = Il (1 + zyrt 


= II (1 + x)" (modp), 


kazah ot 前 的 系数 量 然 为 (oj Je ) 


在 纠 错 编 码 理论 中 常用 p 一 2 时 的 Lucas 定理 ,在 这 一 
特殊 情形 , Lucas 定理 可 以 改 述 如 下 : 
对 任 一 非 负 整 数 xz 二 一 wii2 n, = 0 或 1, 记 ECn) = {iln 
0}， 则 有 


Lucas 定理 a (7) 为 奇数 当 且 仅 当 ECE). 
这 一 定理 易 推广 到 多 项 式 系数 的 情 


Lucas 定理 b. ) 为 奇数 当 且 仅 当 


(i kis "eta k 
E(k)CE(n) Ci eal, 2, °**, r). 

注 及 上 述 条 件 可 改 述 成 E(x) 一 U E(k), ECR N 
E(k) = Ø Gj). 亦 即 诸 非 空 的 ECR.) 构成 E(n) 的 一 
个 分 划 , 


关于 Lucas 定理 在 纠 错 编 码 中 的 应 用 ， 可见 Berlekamp 
Bii. 


Lucas ERAH TRE P R (|) 的 一 个 简单 的 判别 法 
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则 , 这 一 结果 被 Singmastereel 加 以 推广 ， 他 研究 了 一 个 素数 
? 的 笃 次 可 以 除 尽 (|) 的 条 件 以 及 (7) 的 一 些 其 他 数论 
性 质 。 例如 他 证 得 了 : 设 x, 与 a 一 的 p 进 制 展开 
RÄ n= Enp, k= Dhol 及 一 从 一 P 则 满足 


p 


(| 的 最 大 整数 等 于 (1 一 D) EC 一 四, 关 


于 二 项 式 系 数 的 数论 性 质 已 有 很 多 研究， 例如 Albree[21], 
Selmer [141] &, 


13, 三 项 递 推 式 的 一 般 解 * 


在 本 节 中 我 们 首先 用 二 项 式 系数 表 出 一 个 图 论 问题 的 


wml. 


1) KRBEREROHREATORMAD. 
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解 , 然 后 应 用 这 一 结果 来 导出 三 项 递 推 式 的 一 般 解 ， 

考察 有 向 图 1, 图 中 个 点 41,.…, 4。 构成 一 个 有 辣 
图 ， 另 有 一 弧 自 4, 指向 444. 问题 是 : 自 4 出 发 回 到 
4, 的 长 为 m 的 闭路 共有 多 少 条 2? 所谓 一 条 路 的 长 为 mw 是 指 
它 由 mm 条 弧 组 成 . 

方向 图 1 有 两 个 有 向 圈 ， 即 大 圈 A,>4,>4,>°:- 
> Agr Ap, 长 度 为 ps 小 圈 4 > Agu > Agu 
>Ap 长 度 为 p—q. 于 是 任 一 条 自 4, 出 发 回 到 4, 的 
闭路 必定 由 若干 个 大 图 及 小 图 组 成 。 任 取 这 样 一 条 长 为 zm 的 
闭路 ,假设 它 由 x 个 大 图 ;六 个 小 圈 组 成 , 则 应 有 px + (p 一 
gy =m, RPP 出 发 点 4 位 于 大 圈 上 ,因此 首 
先 须 绕 大 圈 而 行 ， 于 是 等 一 条 自 4, 回 到 4, 的 闭路 必 取 形 
R: Ay Ap > Ay > A, A > 
4 一 4 其 中 A, > A, > +++ >A, 部 分 系 由 x 一 1 个 大 
EX y 个 小 图 组 成 ,由 于 沿 此 * 一 1 个 大 图 及 y 个 小 圈 的 行 


走 次 序 没有 限制 ,因此 共有 (T T T) 种 走 法 。 于 是 自 A 
至 A 的 长 为 m 的 闭路 共有 
xz 十 》 一 1 
2 


y 


x>1,y>0 
Px+(p~q)y=m 
条 . 当 出 发 点 取 为 41,*……, 4, 时 情形 显然 与 4 相同 . 其 
KABA 4, 出 发 回 到 4, 的 长 为 mw 的 闭路 。 由 于 4, 同时 
位 于 大 圈 及 小 图 上 ,因此 沿 大 圈 与 小 图 的 行走 次 序 没有 限制 ， 
于 是 长 为 m 的 闭路 共有 
x+y 
x y>0 y 
pxt(p—a)y=m 


条 . 在 点 Agus FF hey Apa 情形 相同 。 
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今 关 对 一 个 由 = AKAR y Ae eee Oi, TR 


岂 对 每 一 条 这 样 的 闭路 赋 以 什 p*a’, 并 称 为 该 闭路 的 积 ， 则 
由 上 面 所 作 的 分 析 易 知 命题 1 成 立 . 
命题 1 在 有 向 图 1 中 , 自 4, 出 发 加 到 4; 的 所 有 长 
为 严 的 闭路 之 积 的 累加 和 3 等 于 
xz 十 ?一 全 > 
p> y )e i 
aal, y >0 
(i=1,2,...,9), (1) 
xz 十 入。 
y )e j 
G=q+1, p). Q) 
下 面 我 们 转向 讨论 三 项 递 推 式 的 求解 在 一 些 应 用 问题 
中 ， a ao ™™ Cos Ay Cs Ap Cpl 
的 条 件 下 求解 递 
Ay = hln- 十 Oln- tore + CpGnp 一 > G) 
其 中 a 与 # 及 # 均 无 关 。 此 种 递 推 式 的 一 般 解法 是 令 a= 
j， 代 人 后 即 得 特征 方程 | 
AP = AP) H dP? +++ 十 op- 十 ay。 (4) 
P 
BRR PSR u 互 蜡 , WG) 的 一 般 解 即 为 a 一 D, diit, 
为 了 确定 常数 dis --…, dps 还 须 求解 p 阶 线性 方程 ck 一 
Dda K=O, spol). Xp MA A I 
形 就 更 繁杂 。 当 p25 时 ,由 于 高 次 代数 方程 没有 一 般 的 求 
RAK, 因此 由 这 条 途径 一 般 得 不 到 解 的 明显 表示 式 ， 下面 
我 们 指出 ,利用 命题 1 可 将 三 项 递 推 式 
io = Wdntg + Bag, 


S; = 


5; 一 


G) 
ao = Co, 4 = Cis "t*a p= Cory 


e 23 o 
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的 解 写成 明显 的 形式 ,而 且 初 始 常数 co, +++, c。-， BATH 
的 表示 式 中 ,从 而 避免 了 求解 ? 阶 线性 方程 组 ， 


递 推 式 (5) 的 特征 方程 为 
eat — g=, (6) 
与 此 方程 相关 的 Frobenius 和 矩阵 为 
010..0...0 
001...0...0 
F=(fij) = 1 $ 
000...0...1 
B 00...o. .0 
其 中 8 = for, a 一 加,ot， 该 阵 的 特征 方程 即 (6)。 既然 每 一 
矩阵 必 满 足 它 的 特征 方程 ,于 是 
F? mm ops + Bl, (7) 


其 中 工 为 阶 单位 阵 。 若 取 C 一 (cos cry et ep”, 其 分 
量 由 初始 值 <， 构成 ,并 记 Fee = Go™, ---), 则 由 (7) 式 可 
TL, at) cea + pa, IRB ao) 满足 递 推 式 及 初始 条 
件 (5)。 因 此 , 若 F” 一 (jp), 则 (5) 的 解 可 表 为 

a = cof + fP + ++ + cpl Pe 
Atk FHT AANA 1, 图 中 每 一 有 向 弧 4; > 4, 对 应 于 
阵 了 的 非 零 元 f;。 由 矩阵 乘法 的 定义 易 见 矩阵 下 的 寡 次 F” 
中 元 P 等 于 图 1 中 所 有 从 4, 到 4; KEN ORR 
ARIA, 另外 由 (7) 式 易 见 AP PHP, KANAA 
即 可 推出 

定理 A ” 递 推 式 (5) 的 一 般 解 为 


4-1 R= 
an = >> cpf + 5 ieee 
7=0 j=4 
其 中 fr?) = 1, f= 0 (—p < m < 0), K 


9246 


| SELENE T Try: || 


m = xty 


(pe (20), 
px+(p -y=m Y 
定理 中 的 (™ 表示 式 车 引用 不 定 方程 非 负 解 理论 ( 见 闵 
fa +26) ,可 以 写成 更 明显 的 形式 。 下面 我 们 仅 列 出 
最 后 结果 ,中 间 的 推导 从 略 。 
ik P59 ER (一 般 情 形容 易 转化 成 此 种 情形 ), HAE 
aya RFF 
-二 一 一 所 十 l 
Ai k+ 


则 当 r 为 偶数 时 k 


f™ = D (sh kr) ) Pen 


= (hi, Ras … ,hs), 


u/(p~-4) 
+ pe “+v+hg ) ptCp~a or tke ， 
to w — kg) 


其 中 
u == (kas see, k,-.)m 
pea) (| (hip oe k=) | + 1), 
UER =k PPS Rr-)m 
on ([r Stns kev | + 1). 
4r 为 奇数 时 
fm = D (mites = ke) ort? 
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Wiel iu tu —kq ark p—a) yrk 
ra T Lo 
其 中 

jia — (ky, ooo, hm 


+ (p—4q) | 十 1), 
v = Chis tots Ryu) 


| 


式 中 D(x) 定义 为 : Bx AEM, D(x) 一 1; 否则 D(x) 一 
0。fx] 表示 x 的 整数 部 分 ,而 《9:，… ,4 表示 Euler 括 
号 : 
(91) = qis (Mio G2) Sgp FA, ee, 
《9 tt i) = gg, gia) + Gas +t ta q-e 
它 可 以 用 下 面 的 表格 很 方便 地 算出 
la n se qi-2 giz! qı 


I 
1| qı (qi LAN . (> E qia + 《qis* y sqm qi, of *,41) 
作为 特例 取 p = 2, 即 可 推出 二 阶 递 推 式 


ee = Oday + Pan, 


. dg Co ay OY 


的 一 般 解 为 
Im = Cp 5 > ‘) Brain logit ©) 


i=] 


Bri opi A 5 


taS (mT 


21+) 
met ae 
42m+1 = Co > HI ) Be ee 
2i + 1 Oy 
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ail 


Rl /za 十 zi 十 1 nas 
十 ci b> ( ee err 


i=l 


在 上 式 中 取 a= c= a= p=, 即 得 有 名 的 Fibonacci 数 
列 ， Fi= Fi =l, F 42 = Fan t F,; 由 上 式 可 见 


” m+i ” ym+i+l 
We 上 Fim = ( , 8) 
a eg Ki 之 2i+1 ( 
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第 二 章 ”生成 函数 方法 
2.1. Fibonacci 数 与 优选 法 


在 12 节 中 我 们 从 (1 + a= E (7) at 出 发 推 证 了 


二 项 式 系数 的 一 系列 等 式 ， 这 种 将 数列 (，) sem SD (| ) 
“x 一 (1+x)" 联系 起 来 的 作法 称 作 “生成 函数 方法 >， 函 数 
《1 + o" 即 称 为 (，) 的 生成 函数 ,因为 将 (1 + 展开 我 


们 可 以 得 到 所 有 的 ( ，)。 一 般 ,我 们 称 Ks) 一 Eart 为 数 


列 ao, a1, a2, °°? 的 生成 函数 ,这 一 级 数 可 以 是 有 穷 , 也 可 以 
是 无 穷 的 。 运用 生成 函数 方法 , 使 我 们 能 够 通过 对 单个 函数 
f(x) = Dax? 的 研究 导出 有 关 整 个 数列 a, 的 很 多 性 质 ,这 
一 方法 是 Laplace 为 解决 几率 问题 首先 引进 的 ， 它 是 组 合计 
数 中 的 一 个 很 有 效 的 方法 。 

本 节 我 们 将 以 Fibonacci 数列 为 例 说 明生 成 函数 方法 ,一 


ueo i 
Fibonacci AIEN N 


Fom Fi= l, Fam Frat Fas (n>0) 
它 的 头 几 项 为 
1, 1,2,3,5,8,13,21,34,55,... 7 


这 一 数列 以 十 三 世纪 意大利 数学 家 Fibonacci 的 名 字 命名 ,在 
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最 优 搜索 等 问题 中 有 着 重要 的 应 用 ， 今 首先 求 出 它 的 生成 函 
HF (x) = Fy", 


Fe) 一 1 十 z 十 之 ) Pure 


m=2 


=1+ > ae Fa 
n=2 


= | + x* 十 zx >) Fpi” 


n=2. 


+ x7 5) Fna" 


=1+2F(x) + 2F(«), 
由 此 
F(x) = (== 27)", (1) 
此 即 Fibonacci 数 的 生成 函数 。 因 1 一 x 一 x? 的 二 个 根 为 
o= (1 +/5)/2, 8 一 (1 一 V5)/2, 于 是 
(1 — r — 2) = (1 — or)(l 一 pz) 
= ((a/1 — ax) — (@/1 — Bx))/a— B 
= 2 (Cant? — ph)/o — px". 


因此 
PF, 一 (oo 一 pr 一 8. (2) 
我 们 曾 在 1.3 节 中 用 二 项 式 系数 表 出 过 F,((1.3.8) 式 )， 
若 从 BDF = A G H e = Dia + 2?) ER A 
还 可 得 出 F。 的 另 一 种 用 二 项 式 系 数 表 出 的 方式 : 


F, 一 a (C k pi G) 
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由 此 表示 式 可 以 推出 Fibonacci 数 的 组 合 学 意义 如 下 

PAL F, 等 于 集合 Naim {1,2,--+,0—1} 中 
不 含 两 个 相 邻 元 的 子 集 个 数 。 Pi, N= (1, 2,3} 的 此 
种 子 集 有 Ø, {1}, {2}, {3}, (1,3) 共 Feast, 

证 . 以 f(a, k) 表示 .fs 一 11, 2，……，。2} 中 不 包含 
相 邻 元 的 ea 设 {io i +5 
ig} 为 此 种 k- 子 集 ,其 中 iLi <i 由 不 相 邻 性 可 
Al i,—i,..22, 于 是 车 记 5i s, WHE js > io E 
之 由 js > fem alte) i, 1,22, 因此 此 种 *- 子 集 
[iis o’ 与 集合 fio sts ig} 一 一 对 应 。 ie 
i—1>0, pei knk, ik {hss id 为 {0， 


n— 1 
1 一 村 的 一 个 ese Bem (O ET ) 种 取 法 ， 


由 此 可 见 fn, 和 一 (4 D 4 eo 


k 
表示 .Y。 中 所 有 不 包含 相 邻 元 的 子 集 个 数 ， 
%. 与 数 1», k) 相关 的 另 有 一 组 数 POA), 定义 
H {1,2,-++,0} 的 不 包含 〈1, 2,-…、 7,1) 中 相 邻 二 元 
的 R- FRR. SIE 


* n jn —R 

ron ) (4) 
实际 上 若 将 满足 所 述 条 件 的 《- 子 集 分 成 两 类 ,第 一 类 不 包含 
数 "第 二 类 包含 数 "第 一 类 TREE (L 2，…， 一 
1} 中 选取 , 计 有 fs 一 1, A) 种 取 法 ;而 第 二 类 4- 子 集 必 不 
包含 1 与 "一 1, 故 除去 数 * 外 ,余下 一 1 个 元 须 在 {2， 
3，…，# 一 2} 中 选取 , 计 有 f+ 一 3， 一 1) 种 取 法 。 
因此 


f*(n,k) = f(n — 3, k - 1) + ha 1, k) 
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te ea 
Fibonacci 数 有 很 多 有 趣 的 性 质 ， 下 面 我 们 利用 生成 函数 
(了 ) 导 出 其 中 的 一 部 分 .考察 


> F tet? = F(a) — (rt E Ba) 
n=0 


人 
十 Fix” ))) F Ce) 
= (F ma” + Fx”) F (x), 
比较 两 边 xz+” 前 系数 便 得 
Porm = Fak at Fm-Fa-. (5) 
由 此 式 出 发 ， 利 用 Euclid 算法 可 以 证 得 Fibonacci 数 的 一 个 
重要 性 质 
Bcd Fm, Fy) = F gcatmn)> (6) 
其 中 ged(a, 6) 表示 a 与 5 的 最 大 公约 数 。 
又 如 我 们 注意 到 对 任 一 级 数 Dan, 有 (1 一 x) Da,” 


n 


-5 ($a) 成 立 ,于 是 从 


1= F) — x — x?) = F(X)(2— +— x)— F(x), 

得 

F(x) = F(x)(2— x—x’)—!1 

= F(x)(2 +A ar) l, 

(1 — zx)IF(x) = F(x)(2 十 xz) 一 (1 一 z) 
比较 两 边 e 之 系数 即 得 

Fyt Fi + Fz 十 … 十 了 一 人 oa 一 工 (7) 

Fibonacci 数列 是 应 用 中 最 重要 的 数列 之 一 。 在 历史 上 ， 

Lame 首先 应 用 Fibonacci 数 研 究 了 Euclid 算法 的 有 效 性 .其 
后 Lucas 曾 利 用 Fibonacci 数 证 明了 2? 一 1 为 素数 。 在 近 
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代 , Fibonacci 数 则 出 现 于 各 种 搜索 问题 的 算法 中 ( 见 Knuth 

[98] V.3)。 我 国 近年 来 由 华罗庚 教授 俱 导 的 “优选 法 ?中 , 基 
本 常数 0.618 即 来 源 于 Fibonacci 数列 : 

lim FfF, = 1/0 = 0.618033---, (8) 

在 生产 实践 中 ， 我 们 常 需 通 过 若干 次 试验 定 出 某 个 单 因 素 函 数 

tx) 的 最 佳 点 ,例如 最 优 的 配方 比例 ,最 合适 的 反应 温度 等 等 , 当 f(x) 

ARH {c,，c:] 上 的 状 如 图 1 的 " 单 峰 ” 函 数 ( 亦 即 区 间 中 只 有 一 个 相 


对 极 值 点 ) 时 ， 我 们 可 根据 各 次 试验 点 的 取 值 来 判断 最 佳 点 x** 的 位 
置 . 例如 当 x* 为 1(x) 的 最 小 值 点 时 , 若 f(x)<f《x:)， 则 x* BE 
[x 内 ,因而 下 一 步 的 试验 点 就 可 在 [z oo] 中 选取 .此 时 [xz 
a ee x, BIER 
为 “ 留 下 试验 点 ”. 

SA: 当 试 验 次 数 入 确定 后 ,应 如 何 安 排 这 入 个 试验 点 , 使 最 优 试 
WA (BIN ACH f 取 值 最 佳 的 一 点 ) 与 最 佳 点 x** 的 距离 尽 可 能 地 
近 ? 

对 此 ,在 “优选 法 ”理论 中 薄 吉 "证 明了 
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ERA YR KAN AE, NAIA RAA RRR BY 
最 优 试 验 点 与 最 佳 点 的 位 置 之 距 离 不 超过 4/Fuy, 其 中 4 二 6 一 4 
为 试验 开始 时 区 闻 的 长 度 。 为 此 ， 头 两 个 试验 点 可 取 为 距 两 端 各 为 
(CFN/VFN+0)4 的 位 置 对 称 的 两 点 ， 然 后 每 次 比较 前 后 两 次 试验 点 上 的 
值 ， 决 定 留 下 范围 ， 并 按 与 留 下 试验 点 为 对 称 的 原则 选取 下 一 试验 
点 . 

上 述 试 验 点 的 选取 方式 称 为 “分 数 法 ”。 在 应 用 中 试验 次 数 ”由 问 
题 所 需求 的 精度 确定 . 例如 要 求 精度 为 试验 范围 长 度 的 千 分 之 一 时 , 则 
Al Fis = 987, Fie = 1597， 知 共 需 做 ISK. 这 较 之 用 等 分 试验 区 闻 
来 取 试验 点 的 " 均 分 法 ”所 需 次 数 少 得 多 . 

42 充分 大 时 , (2) 式 可 见 , 前 后 两 个 Fibonacci 数 之 比 趋 于 常 
值 0.618033,…， 因 此 头 两 个 试验 点 可 近似 取 为 试验 范围 的 0.382 和 
0.618 处 ， 以 后 各 个 试验 点 仍 按 前 述 的 对 称 方式 选取 . 这 种 方法 称 为 
“0.618 法 ”, 又 称 “黄金 分 割 法 ”。 它 的 优点 是 不 用 记 住 各 个 Fa MHE. 
华罗庚 教授 指出 : 采用 0.618 法 至 多 比分 数 法 多 做 一 次 试验 。 由 于 
0.618 法 简单 易 行 , 故 县 前 在 国内 很 多 生产 部 门 中 已 广泛 推广 使 用 , 并 
收 到 了 很 好 的 成 效 ， 


2.2, 生成 函数 的 基本 方法 


在 组 合计 数 问题 中 最 常 应 用 下 面 两 种 形式 的 生成 函数 : 
O 寻常 生成 函数 
A(x) = ag t ax + aat H ee t at toee, (1) 


(io 指数 生成 函数 
2 n 

c at ax t at +++ t anmo (2) 
2} n) 


式 中 变量 * 一 般 取 自 实数 或 复数 域 .一 般 我 们 着 望 级 数 (1) 与 
(2) 有 一 确定 的 收敛 半径 。 不 过 在 应 用 中 通常 我 们 对 级 数 的 
收敛 性 并 不 特别 关 广 ， 也 不 去 过 分 计较 施 于 无 穷 和 式 中 的 各 
种 运算 如 乘法 , 微分 等 的 合法 性 ， 这 是 因为 一 方面 我 们 确实 
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时 


可 以 建立 一 套 关 于 形式 罕 级 数 的 严谨 的 数学 理论 ( 见 Doubilet 
et al. [57], Niven [119]), 此 时 变量 * 只 是 一 种 形式 变 元 ,对 
此 种 级 数 可 按 通 常 方 式 定义 其 加 法 、 乘法 、 形式 微分 等 运算 ， 
从 而 构成 一 种 代数 体系 ,其 中 不 涉及 收敛 性 等 度量 性 质 ; 另 一 
方面 ， 我 们 可 以 把 生成 函数 方法 看 作 是 一 种 推导 结果 的 有 效 
工具 , 待 得 出 结果 后 ,再 来 严格 地 证 明 ( 比 如 用 数学 归纳 法 ) 结 
RAR. 后面 这 一 步 通 常 要 容易 些 。 比 如 要 从 一 个 形式 复杂 
的 递 推 式 出 发 来 导出 它 的 解 表示 式 常常 比 验 证 某 个 表示 式 满 
足 此 递 推 式 来 得 困难 . 当然 在 大 多 数 场合 , 当 变 元 * 看 作 是 
复数 时 ,由 分 析 学 中 已 知 结果 ,可 以 确保 所 得 结果 的 正确 性 . 
因而 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 将 着 重 于 方法 本 身 的 介绍 ,而 不 去 
计较 收敛 性 问题 
生成 函数 的 一 般 形式 是 
G(x) = aogo(x) + agile) 
+ azg2(%) 十 .… .十 人 十 …-。 (3) 
为 了 确保 表示 方式 Dagi) AME PE E DY BOR A aK 
g) 线性 无 关 ， 上 式 当 gG) = 及 a/a, 时 即 分 别 得 
出 (1 与 (2)。 gale) 的 其 他 例子 如 
G) g,(~) = 1/n* (Dirichlet 生成 函数 )， 
ACx) = a, + a2/2* 十 aa/3 + ++ + afn + 0+, (4) 
Gi) go) = [x]。( 下 阶 先生 成 函数 )， 
Alx) = ag + aye + ax(x — 1) 
十 … 十 as[x], tee (5) 
由 生成 函数 之 定义 易 知 若 A(x), B(x) 分 别 为 {ai} 与 
{2,3 的 生成 函数 , 则 C(x) = 4(x) + B(x) 为 {c;}， 其 中 
ci = qi 十 bi 的 生成 函数 。 对 于 与 积 C(x) 一 4(x)B(x) 相 
应 的 序列 {es} WE 
O 在 寻常 生成 函数 4(x) = Dax’, B(x) = Dox 的 
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情形 

Cr, =|= aob, + abn- + wae + a,b, + anbe, (6) 
特别 取 B(x) 一 Dar (OT 可 见 , 若 {oi} 之 生成 函 
数 为 AG), MSD a} 之 生成 函数 为 (1 DAG). 


Gi) PBR AR A(x) = Daya! /i1, BO) = Dd, 2/3 
的 情形 - 


as 
Cn = tobe + (7) mbam + soe 


n 
-+ ( : ) az- tees + aby, (7) 
i 


此 式 将 在 后 面 反 复 引用 . 

Gii) Æ Dirichiet 生成 函数 A(x) = Da,/i*7, B(x) = 
Db,/i* 的 情形 

Ca = > aibj. (8) 

寻求 生成 函数 的 一 般 方法 是 从 a 之 组 合意 义 人 手 , 或 
推出 它 所 适合 的 递 推 式 , 由 此 导出 生成 函数 G(x) 所 满足 的 
方程 ,从 中 解 出 COL SARAMMA. 
1. 在 二 项 式 定 明 中 ， 我 们 注意 到 (1 + r)" = (1 
十 x)(1 十 x)…(1 十 x), 由 于 每 个 括号 都 是 x 的 一 次 式 ， 
因此 为 了 形成 rt, 每 个 括号 中 的 * 或 者 不 取 , 或 者 只 取 一 次 . 
今 若 将 每 个 括号 (1 + *) 改 成 (1 十 x 十 x?*)， 则 为 了 形成 
steer cesses, 其 中 的 + "x 既 可 取 自 不 同 的 括号 ， 也 可 取 
自 同一 括号 《1 十 x 十 x?) 中 的 e. BET f) = (1 二 
st) 的 展开 式 中 , xt 前 的 系数 等 于 # 个 元 a,b,c, ee 
的 -组合 个 数 co 其 中 每 个 元 a,b,c 等 至 多 重复 二 次 . 换 
言 之 f(x) 为 cx 的 生成 函数 。 因 
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ORERE ED ) ghaz 


EE la a ks 
SPP uk) 
ky tk, thy=0 


因此 


won è ‘a 加 


kytk, tk =n 

[k/2] n ) 
pS] ae eee er 
Lk/2] 


ny 


= > (n—k+5)1(R — 25) 151" 


plik a = k= 3 时 共有 h. > ) + GGJ =1 十 6 一 7 


种 组 合 ,它们 是 
{a, a,b}, {a, a,c}, {b,b, a}, {b, b, c}, 
{e,c, a}, {c, c, b}, {a,b,c}. 
用 类 似 的 方法 讨论 可 见 , ” 个 元 的 重复 次 数 不 限 的 -组 
合 个 数 cx 的 生成 函数 为 Gtr 十 妇 二 一 (1 一 2”, 因 


al Gar Dl ') ,与 命题 (1.1.4) 一 致 ， 


又 如 对 于 ”个 元 重复 次 数 不 限 ， 但 每 个 元 至 少 出 现 一 次 
的 有 组 合 个 数 “k， 其 生成 函数 为 
(x Fatt PH eee) eet — 2)" 


-r E(D ge 


= 一 1 
=> (,_,)* 
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Bit a= 0, <d anhi) GS). 
2. 命 题 1 
m 
PBF Diggs RAMEE i - ad) 
thi REM 
“(ere (9) 


十， 我 们 知道 (，，，，， ) RB Gt 十 
19425 °° "s FmtR 
Smee)” 的 展开 式 中 rieri 之 系数 ， 而 为 了 形成 所 求 的 
MA, 显然 可 取 Xi =x, X= 2’, 3 es vee 因此 我 们 选 
用 生成 函数 
(xz 十 好 十 要 十 … E aS 
m 
= ? 
a (sonra F brng a) vs 
itirt tims Ram 


故 (9) 式 左 边 等 于 (x tate tantn 展开 式 中 tt 
的 系数 ,此 又 显然 等 于 (x 十 atte tarth rnt...) 


一 "(1 一 +)” 展开 式 中 h 的 系数 ， 从 而 等 于 ( 
mt+k—1 
ae ). 

3. 二 元 树 的 计数 问题 ,所谓 二 元 树 力 关 如 图 2 所 示 的 结 
i. RARER HLA", G, H, 1 J 称 作 “ 叶 点 ”, 过 每 一 
点 往 上 至 多 有 两 个 分 支 ， 若 将 根 点 4 去 掉 即 得 二 个 子 树 ， 左 
FH (B,D, E, G, H, 1) SHE {C F, J}, BU B,C 
为 根 点 ,于 是 二 元 树 可 归 织 室 尺 为 。 空 集 或 一 组 有 限 个 顶点 ， 
ME: O 有 一 个 特定 的 点 称 作 “ 根 点 ”; O 去 掉 这 个 根 点 
后 ,余下 的 顶点 组 成 两 支 子 二 元 衬 ， 左 子 树 与 右 子 树 . 
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图 2。 二 元 树 
树 形 结 构 反 映 了 元 间 的 分 支 关系 ， 是 应 用 中 一 类 非常 重 
要 的 结构 。 在 Knuth [98] V.1, V.2, V.3 中 详细 地 描述 了 
计算 机 信息 存储 的 树 形 结构 ,并 讨论 了 与 之 相关 的 许多 算法 ， 
从 中 引出 了 下 面 的 二 元 树 之 计数 问题 : 
“有 多 少 种 由 = 个 顶点 组 成 的 二 元 树 ?” 
例如 , 3 个 顶点 可 组 成 5 种 二 元 树 (图 3). 


图 3. 三 个 顶点 的 二 元 树 


一 般 设 6。 为 = 个 顶点 的 不 同 二 元 树 的 个 数 , 则 显 见 bo 一 1 
( 空 二 元 树 ). 在 > 0 的 情形 ,二 元 树 有 1 个 根 点 及 # 一 1 
个 非 根 点 , 后 者 可 分 为 二 组 分 别 形成 左 子 树 与 右 子 树 ， RE 
TMA RDS AEM 2 一 1 一 《个 点 , 则 左 子 树 有 br 种 
HE. AEWA bui BRE Wt 

bn = bobs- F bibra F *** + brabo (n > 0). 
比较 上 式 与 (6) 式 可 见 其 生成 函数 B(x) = by + b 十 bpt 
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… EAE 
xB(x)? = B(x) —1, B(0) = 1. 
解 此 二 次 方程 ,并 应 用 二 项 式 定理 即 得 
ep = (1 — V1 — 4x)/2x 


= (1 一 >， (z) (-42)) /2" 


neo 


1 
= sl 2 koe 
n>0 n+ 1 


因此 


1 
a 2 Vayu A 1). 10) 
fle )/ ert. ce 


这 一 数列 通称 为 Catalan 数 , 有 很 多 种 组 合意 义 , 例 如 bn 
表示 圆周 上 的 2n 个 点 可 以 用 = 条 互 不 相交 的 起 连结 的 不 同 
方式 个 数 等 等 。 关于 2。 的 综述 性 文件 可 见 Alter [22]. 

4. 求 不 定 方程 x 十 2y 十 3z =n 的 非 负 整数 解 的 个 数 
4,。 为 此 选取 生成 函数 

G(x) = (0 — V0 — AA — #*))7 
= Dr Deh Dk Dx ae TAG, 
将 G(x) 展 成 部 分 分 式 ,， 记 w 一 exp(2ni/3) 为 1 的 3 次 
根 ,于 是 
1 
SG) = (1 — rP + 4)(1 — wr) (1 — wx) 


1 1 17 
一 十 十 
(1—1 4(1—x) 72(1— x) 


»。39。 
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1 1 1 
+——t__ + —_} __ + —_ 4 _ 
8(1 +r) 9(1 — ox) 9(1 — wx) 


as (E+ 7 4 om 


n=l 12 72 8 
+ 2 cos zzz) 
3 
因此 
joe OEE gE By ee 
12 72 8 9 3 
若 用 |x| 表示 与 x 最 接近 的 整数 , 则 4, 可 表示 成 
Dp sae (n + 3)? 
s 12 > 
因此 
_7 OD’ 4 2 oos 2nx <2< 1 
72 8 9 3 72 2 


一 般 设 4i, 42, *** > FR AR 个 正 整 数 , 则 不 定 方程 axı + 
s.. + azg mn 对 任 一 ”有 非 负 解 的 必要 条 件 为 ce … …， 
a 互 素 。 此 时 若 记 方程 解 的 个 数 为 4,, 则 仿 前 , 4。 的 生成 
函数 即 为 

G(x) = (O 一 如) D> (1 一 二 7 一 

我 们 将 在 4.3 节 中 由 此 式 出 发 证 明 4。 的 渐 近 值 为 
zk C Caa at)C — 1)1). 

在 涉及 到 与 排列 问题 有 关 的 生成 函数 时 ， 我 们 通常 使 用 
指数 生成 函数 。 例 如 由 


(i 
k 
可 见 (+2) 是 irh 的 指数 生成 函数 .在 一 般 情 形 , 若 元 
ay 可 以 重复 G5 %2, °° -次 ， a, 可 以 重复 Bir Bry ** IK, me Sg 
元 an 可 以 重复 ays Aa» … PR, WJG is 435 °° "Gs 的 此 种 k- 
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排列 个 数 P 之 生成 函数 为 
RR 
之 Pi kt $ ! Z 021 3 ) 
xh: xf: xh xh 
a ce 
实际 上 ,上 式 右边 之 积 等 于 


Na, tp =k a IB Loot Ain! 7A! 


MEREU), t 正 是 元 a 出 现 恰 为 m 次 ， 
元 a 出现 恰 为 ba 次, … 的 全 排列 个 数 ， 故 按 所 有 可 能 的 
a, + Bi 十 …* = RO 求 和 即 为 总 的 -排列 个 数 Pye 

例如 , 当 重复 次 数 不 限 时 ,PK 的 生成 函数 为 


2 3 
(+245 424 =) 
21 3! 


= (et) mer m Sink E, 
k! 
oo 人 -排列 个 数 为 nt, 与 命题 
(1.1.3) 一 
又 如 重复 淆 数 不 限 ,但 每 个 元 至 少 出 现 一 次 的 kH 
数 P 的 生成 函数 为 
Ge --+) 一 《ez 一 1)” 
= 2 ( ) (= 1) eei 
NOR EAE 
0 ep 
因此 


. 4] œ 
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P fh -A 
Pe > eas (it) 
应 用 差分 算 子 Af(x) 一 x 十 1) 一 f(x), 移 位 算 子 Ef) 
一 /(x 十 1) 及 恒 等 算 子 He) 一 f(x), ERÈ P 可 以 简 
洁 地 写成 l 
Be E ) (= Digor = (E — 170 = aro, 


#538 FATS RAE KB , 以 应 用 一 种 记号 方法 , 即 所 
WH Blissard PERCE MI. 下面 我 (7) 式 为 例 说 明 这 一 演算 
法 则 的 基本 思想 . 

定义 移 位 算 子 E. Esa; 一 ai, Ebbi = bin. 于 是 任 一 


指数 生成 函数 AG) 一 Da 便 可 写成 
A(x) = Ya; a => z Eia = e*Faag, 
i! il 
同样 B(x) = etb, THER 
A(x) B(x) = e*Fagge*Fbby = e” Fat En aad, 
= > x°(E, + E,)*/ntagbo. 
因此 若 AG)BG) = dicax*/ar, W 


cn = (E, + Ey)" abo = 20 ELEZ aobo 
一 之 G ) 4 Pnmis 
此 即 (7) 式 . 
上 述 过 程 可 以 更 简洁 地 写成 
A(x) = e, at= a; B(x) = e”, b = b; 
Cn = (a + b)”, a a, b' = b, 
后 一 式 表示 将 〈e 十 8)” 按 通常 方式 展开 ,然后 易 a 为 an 
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b 为 5;:。 此 种 演算 法 则 称 为 Blissard 演算 法 则 , 它 可 以 表述 
成 : 

在 开始 计算 时 ,将 下 标 移 成 指数 , 计算 完毕 后 , 再 将 指数 
下 移 成 下 标 ， 

关于 Blissard 演算 法 则 ， 我 们 将 在 下 一 节 结 合 复合 函数 
的 求 导 法 则 继续 举例 解释 , 


23. 复合 函数 的 求 导 公式 


2.3.1. 求 导 公式 之 一 


在 分 析 学 计算 中 , 我 们 常 需 计 算 函 数 的 高 阶 导 数 。 例如 
YE Taylor 展开 时 ， 就 需 计 算 各 阶 导 数 在 基点 的 什 ， 设 * 一 
x), f(x) = FGG) 为 上 的 复合 函数 , 则 由 复合 函数 求 导 法 
则 ,有 

Df = Df: Dix (1) 

其 中 D,d/dt,D,=d/dx, 反复 应 用 (1) 式 ,并 记 Dit = 
fas Dix 一 rs， 可 得 Dif = fixi + fixi, Dif 一 fixa 十 forzr 十 
2farixr + fari = fixs 十 3xyxaf2 十 fari. 随 着 《的 增 大 ,DB 的 
表示 式 越 来 越 繁复 ,因而 需要 一 种 系统 的 推导 法 则 . 

下 面 的 求 导 公 式 将 DY 之 计算 归结 为 Dixi 之 计算 ， 


命题 1 
Dif) 一 > (SG) DY (x) 
x > (一 17; *) xti Dki, (2) 


有 关 此 公式 的 文献 见 Gould [73]。 下 面 我 们 给 出 此 式 的 
一 种 启发 式 推导 ， 它 可 以 帮助 我 们 记 住 这 一 看 去 形式 复杂 的 


. 43 。 


| 


公式 . 
设 f(x) 可 展 成 Tayor 级 数 , 且 可 对 之 逐 项 微分 , 则 有 


Ha) = SD) DIGG) — (tk 
k 


= >) C1) NDCC) 
k 


x D1 | ) Orit) 
两 边 施 以 算 子 D? 得 
D?f(x(z)) a ((—1)*/k 1 DYGG)) 


x > (一 1 ( (DiG) 


+ >) (DHE) k DGG) 一 #(5))*, 


但 易 见 第 二 个 和 式 当 * 一 ， 时 为 零 ,由 此 令 ，* 一 上 MGC). 
在 (2) 中 取 f(x) = 271, 即 得 


7 (n+ ee 
DH) = DD m ) pr, G) 
今 举 例 说 明 (2) 式 在 Taylor 展开 中 的 应 用 . 
A1. R a/e 1) = 2) Bala, (4) 


B, = D UIC — 1)) m0 


= 3 (—1)i y 3 (D?(Cef — 1)/2)*) eos 


7=0 


iy Sew) 
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= J) Ca + i)i) 


i im j ati 
KD en Je 6) 
ik 
DCH dy Ca LAD 
i ;一 j ntj 
x 3 e0 He 
代入 即 得 


B= DD T) /Gt 


x 2 CA kti, (6) 
数 B, 称 作 Bernoulli, 在 分 析 学 中 有 很 多 应 用 。 B, 
还 可 表 成 另 一 种 形式 ,为 此 令 x(z) 一 c! 一 1, 于 是 
t| (e — 1) = log(l + (e — 1))/(e:— 1) 
一 log(1 + x)/x = >) (—1)'2"/n + 1. 


POT f(x) = log(1 十 x)/x A C— DADE /kt eno = (k + 
1) 一 ,由 此 应 用 (2) 式 即 得 


DUE — D) = X CDG + 1) 


k=0 
x (Die! sD 


由 (5) 式 可 见 
B, = >) (—-1)*/( + 1)) 
k=0 


x > (—1)*7 ( *) we (7) 
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2. ele 1) =D) Yr fn. (8) 
Beh, HM fle) = et, OTO 
reo = (Fee, 


i=0 


i 
Yn = (Dre) 
-DD DOD (F) 
(ns 
BD 


n k 
y= Sak DD  @ 
k=0 i=0 \8 
数 Y, 称 作 Bell M, Y, 与 B。 也 可 用 第 二 类 Stirling 


数 SCn, K) o 
Cet — 1)*/ki SCn,k)e”/nt. (10) 


由 (5) 式 可 见 
S(n, k) = (Die! 一 1)*/R!)s0 
k 
-HFG an 
比较 (2.2.11) 式 可 见 
S(n, k) = (A*0”)/kt. 
比较 (9) 与 (11) 式 可 见 


Y, = 315, 8). (12) 
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AY n>0 Ht, Sin, 0) =0, 故此 时 Y, = 六 SC， 
(n > 0). = 
又 比较 (11) 与 (7) 式 可 见 
B, = ST DKR + DSC. (13) 
pel 数 Ya BTR 
Y, = (1/e) 2 k"/R!, (14) 
因此 
exp(e*) = > ekki 一 > (1/k!) Di kn /nl 


一 >) Cx"/n!) 2 kiki. 


2.3.2. 求 导 公式 之 二 及 其 推广 


本 节 所 介绍 的 复合 函数 求 导 公式 将 最 终 用 DY) 及 
DirG) 来 表 出 DHG). 
由 归纳 法 易 见 


Dr?f(%) 5 frân Cti X29 °° "% 5 Xn) 
k=1 


其 中 如 前 fr r DF i Dix, Ank 为 变 元 Xis X25 °° 5 Xa 之 
多 项 式 , 它 与 f(x) 的 选取 无 关 ， ATE 4a, 的 表示 式 ， 
我 们 选取 特殊 的 f(x) 一 e*, 此 时 


fr — ate“, 


ee Det m 5 An Crs PENS. x„,)at, 
k 


将 此 式 记 作 4s(a; x1, etta ta) 并 简 记 为 4C), 
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A,(a) = A,(a3ms ca} xn) == > Ankis wey x,)at, 
i k 


则 由 Blissard 演算 法 则 即 见 
Dzf(x) = Alfax tt £a). 
故 问题 归 为 求 出 4,(4) 一 。-*Dyer*。 由 积 的 求 导 的 Leibniz 
公式 
Asn(a) 一 czDnr(Dee) 一 czgDnCeexri) 


z n 
=a > ( ) (e= D*~ke**) Dk x, 
kao \R 


saD d P ere (15) 
记 4,Ca) 之 指数 生成 函数 为 Elu), axy 之 指数 生成 函数 
为 F(u), 

E(u) = e“4, 4” = Aps F(u) = axe™, x” = xn, 
比较 (15) 与 指数 生成 函数 之 乘法 公式 (2.2.7), 可 见 4+(2) 
的 生成 函数 为 E(u) + axe™, K 

dE(u)/du= 5 AnaiCa)u*/ny = ECujaxe™, 


积分 之 ,注意 到 E(0) = 1, 即 得 
E(u) = exp(a(e** — 1)). (16) 
此 处 展开 e htn 将 上 式 展开 ,比较 E(w) = 
> A,(a)u"/n}, wy 
ny fa ,fe 
Asa) 一 也 人 


that 1! n 


其 中 和 式 遍 及 k + 2 +--+ 十 nk, = n 的 所 有 非 负 整数 解 
Cko SETS ka) im k = Dik 由 此 推出 


命题 (di Bruno), 
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k 
Dr = 一 > nt D3} 
| kitka! etka! 


x\ki ( Dix\ ka x \ko 
x (22) (2) Pa) : (18) 
FE ARI kit 2k + ees tk, = 0 的 所 有 解 kio m 
k= > ki. 
多 项 式 4,(1) 一 般 称 作 Bell 多 项 式 , 记 作 Ys(xi, 72, 
see, e 
YX O eD et, xt = xy, (19) 
于 是 它 的 指数 生成 函数 为 
Ylu, r) = X Yr xa)ur /nl! 
= $, A,C1)a*/nt = exp(e™ — 1), (20) 
其 中 e” 展开 时 , etx, 比较 上 式 与 人 8) 式 可 见 Bell 数 
与 Bcl 多 项 式 间 的 关系 式 | 
Y, = Y,C1,1,°°:,1) 一 
ZTC Rat (ni D 
其 中 和 式 遍 及 范围 与 (18) 同 . 
运用 行列 式 之 求 导 公 式 , 18) 式 可 以 写成 十 分 简洁 的 形 
AL Comtet [51]): 


命题 3. 
xD 1 0 Oeics | 
xD xD 一 ! 0. .. il. 
Drf=|xD 2x. xD 一 1 Í. (22) 
xD 38D 3xrzD xDe 


ae 


其 中 DD = d/dx, x, = (4/ dt ix, 行列 式 中 每 一 行 的 系数 为 二 
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作为 (18) 式 的 应 用 例子 ,我 们 取 x 二 1/1, 此 寺 x;==Di(1/z) 


= (Die, i 
(d/dt)*F(1/1) = >) n! 


二 
Ry tik, tet ak y= kilka! s+ Ral 
Ry tkytethgek 


x FR (4) (—1)97"* 
t 


as n} (1) F® (4) pk 


k= k! 


k 
R ENS 
kyt2k, tEn or) ka 


n 


ny — 1y Ria 1 一 27 十 
a eras 1)*F‘ o(4), k 


n— k 
ü aN 全 pe et) a) 


ky th teoank 
、 n— 1 
应 用 (2.2.9) 式 知 最 后 一 和 式 等 于 (”， )。 故 有 
命题 4 
1 
(= 这 ~F (4) 


ay GG 2 Ce 一 全 


和 22 一 人 


(Dee) 


k=1 


(23) 


命题 2 给 出 了 O) 的 复合 函数 求 导 公式 ， 在 应 用 中 


有 时 会 遇 到 求 更 一 般 的 形 如 
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f(xo, Xis X29 "7% 5 Xn)> 


__ dix(t) r 
AT o i G=0,1,2---) 


的 复合 函数 求 导 公式 .对 此 
i= fet; + fa C2): Ase FN is 
但 (x2); = xin, 故 写成 算 子 形式 即 


D,= S) sin Bi = ~ (24) 
eee 
Dim ( Z) tað) (Z sin) 
一 > xi41(Optj44 0; + > ¥i41%)410,0}. 


但 Bixi = 6ii (Oi; 表示 Kronecker 符号 ) , 故 


D; = 5 #1420; 十 >) ¥i41%j410;0;, © (25) 
i ij 
一 般 我 们 有 
命题 5. 
r=1 is mL. ee $29 °° "95 p) 
51s pO 
Pits,” Fibs, ， 
ear Dba One (26) 


Alfa: Ja! 
其 中 tk 表示 Csi; $23 °° "3 5,) 中 等 于 及 的 个 数 ， 此 式 当 nis 
0 时 即 化 作 di Bruno AACS). 
Pll. m=3, 3 一 3 一 1 十 2 一 1 十 1 工 十 1, 故 各 项 系 
数 分 别 为 


| 


一 $; rið; + 3Z i418 5420,0; 
+ D p41 41% 4410/0 0. (27) 
1M 一 4。 4 二 4 二 1 十 3 二 2 十 2 二 1 十 1 二 2 二 1 十 
1 十 1 十 1, 故 各 项 系数 分 别 为 


4 4 1 
(ue eGR 
4 1,3 2,2/ 21 
CA > CA yee 
1,1,2/ 2: i 1,1,1,1/4 


= >) 05440; + 4D) 04414)40,0; 
+ 3D) % 14.2% j4:0;0; 
十 6 044417 j41% 44200 0, 
+E Xit jertesit1410,0j0,91. (28) 
公式 (26) 可 由 DH = DD” 出 发 ,对 mw 使 用 归纳 法 加 以 
证 明 , 证 明 从 上 略 . 


2.4. 集合 的 分 划 ， ea BG Bell 数 


如 所 周知 ,对 于 微分 算 子 D = d/dr 有 Dr” = na", t 

之 相应 ， 对 差分 算 子 AG) 一 f(x 十 1) 一 f(x), 有 
Alr], = nLr}oi. (1) 
实际 上 , Ale], = [x + 11, — [el], = @+D[4]a—[e)an 
x(xz 一 ?十 1) = alr]. HEE Lo], 在 有 限 差 计算 中 的 
WASP RR x” 在 分 析 学 中 的 作用 .例如 与 Taylor 公 
式 
PC) 一 Qi anx”, ap 一 ea 

相应 ,有 
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f(x) = Siaslxl,, a. = (A(x) /nt ens, (25 

既然 2 与 [x], 都 是 首 项 系数 为 1 的 = 次 多 项 式 。 故 

它们 必 能 互相 表 出 ， 而 沟通 这 两 类 重要 函数 的 桥梁 即 为 
Stirling 数 ， 


n 


定义 1 [r], = Dd) s(n, &)x*, 


k=0 
x” = > S(n, kir]. G) 
k=0 


s(n, ARH A—A Stirling Zt, SCn, k) 称 为 第 二 类 Stirling 
数 。 此 外 , 约 记 
[zlo = 2 =5(0, 0) = S(O, 0) = 1, 
s(n, k) = S(n, k) = 0 (n <k). 
比较 (2) 与 3) 可 见 
S(n, k) = (Ata /大 1 Jao. 
这 与 (2.3.11) 式 一 致 . 
下 面 的 命题 汇集 了 s(n, k), SCi, k) 的 一 些 最 基本 的 关 
RA. 
命题 1 G) s(n + 1, k) = snk — 1) — s(n, k), 
S(n + 1, k) = Sn, k — 1) + KSC, k). 


Gi) s(n + 1,k) = Ži (—1)[n]js(n 1), 


set ODÒ )s -it D. W 


Gii) >) s(n, Kr"/n! =(log(l + x))/k] Cates, ()), 


2D Sn, k)a”/ny = Ce — 1)*/kt GUF 54C2)). 
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Civ) >} Sla, kelk, m) = S s(n, ASK m) = Baim. 
E O 中 两 式 可 分 别 从 简单 的 关系 式 


[rlnn 一 [x],Cx mae n), xiri = Lx Tas + ki x], 
推出 . 
Gii) 中 第 二 式 即 (2.3.10) 式 。 为 证 第 一 式 ,注意 到 


(ds,(x)/dx) = pa s(n +1, k)x*/n} 


n 


= 5 slosh — 1x" /n] 
二 


= Sk-1(%) 一 x(ds,(#)/dx), 
亦 即 

(1 十 xD)Cdrk(x)/dz) = sra). G) 
由 此 ,注意 到 sx(0) = 1, sr) = 1. 即 得 


s(x) = | ON + 1))dt 


= i‘ at/(1 +2) = log (1 +2), 
a(x) 一 | CORED 


= | (log (1 + 2)/(1 + 2)) de 
= (log C1 ae x))/21, 
a) = "(pI + Da 
= (log (1 + z))*/ki. 
为 证 Gi) 中 第 一 式 ,注意 到 由 (5) 式 得 
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(ds, (#)/dx) = syal) + x), 
而 (1+ x)" CDn 的 指数 生成 函数 ， 故 由 乘法 公 
式 (2.2.7) 即 得 证 . 
Gi) 中 第 二 式 之 推导 相仿 . 
Gv) 式 可 从 x? = > S(n, Ax], = > >) SQ, k) 


X Ch, m)” Belz], = >) s(n, ASA, ml ale BH. 


mk 
命题 2， (i) [z]” = DY) |s(n,k) | xt 
k 
Gi) 对 固定 的 > GRAD, sC, k) BR (或 n) 的 变化 而 


交叉 


证 (— Dlx]? = [~r] = > s(n, (一 1D)ktzx， 故 


k 


[x]? 一 >) s(n, RY —1 tet, 


k 

但 [r] = (r 十 1 …(zr 七 2 一 1， 其 展开 式 系数 均 取 正 
值 , 故 s(n, k)(—1)*** > G, BUBTARIE. 

由 此 命题 可 以 推出 

M3 es a 这 es 
a i <i,<<ig ig <9 

a s6,3) = (1PC KX 2+1*%34+1X%4+2x 
3+2X%4+3 X 4) = 35, 

命题 4 G) Sn, k) 的 寻常 生成 函数 为 

Gl) 一 Ds SCn, x 


= xt/((1 — x) — 2x) +- (1 — kr). (6) 
Gi) Sa, kh = D, Auden kek, (7) 


tite teteg=n—ek 
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i. 由 命题 1 gh (1 一 kx) G, (4) = rG). 由 此 
即 可 推出 (6) 式 ， 又 由 此 式 


k k 
GC) /x* = I] (1 — jr) = I] > fix, 
即 可 推出 (7) 式 ; 
如 5G5,2) 一 BX2+1XxX7+23=15, 
对 于 Stirling 数 下 列 诸 等 式 成 立 , 其 证 可 见 Jordan [91], 


sas OD DOC) 


x (Ti) se tt i), 


. ine We 2n —k 
Coes Ddi D Cane) 
X s(n—k+i,i). 
6. Q, p)=1, s(p, 1)=(p—1)! = —1 (modp), 
s(p, k) = 0 (mod p), (A 1, p). 
由 此 还 可 推出 
[x]p = aCe — 1)-+ +(e — p + 1) = r? — x (modp), 
sar (ŻY 一 37 sn, DA/d, 


x 


x"(d/dx)? = > s(n, k) (= 2). 


k= 

此 命题 给 出 了 算 子 (x d/dr) 与 (4a/dx)" 的 一 种 很 有 用 
的 转换 关系 ， 可 用 于 一 类 复合 函数 的 求 导 运 算 . 例如 注意 到 
(dj/dx) = e*(df[de*),\ (d/dx) = (y d/dy), HP y = e”, 
jt Cd/dx)"F (e*) = (yd/dy) FO) = >) S(n, Oy 

kel 
x (d/dy)* FO). Xn 
e 56 。 
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(d/dx)"FClogx) = x > s(n, k)(x d/dx)*F( log x) 


k 
ea 5 s(n, k)E®( log x), 
k 
由 此 推出 
命题 8。 (i) (d/dx)*F(logx)=27" >) s(n, kK) FY 


k=1 
x Clogx), 
Gi) (d/dx)"F(e*) = > S(n, het F®(e*), 


第 二 类 Stirling 数 SCx,《) 的 组 合 学 意义 涉及 到 集合 的 
IRI. 

定义 2， 设 Ant Ar 为 集合 .ex 的 一 组 子 集 , 
若 (D 诸 oof, 非 空 ; Gi) .ea 间 互 不 相交 , 亦 即 iN 


k 
fi = OD, Gj) (ii) 诸 .er 之 并 为 w: U i= 


A, URTER Aion A, 构成 集合 .or 的 一 
个 分 划 , 

命题 9 一 个 4 元 的 集合 有 SCx,《) 种 RR. 这 里 
构成 分 划 的 各 子 集 之 间 的 次 序 以 及 子 集中 各 元 的 次 序 均 不 
TL: 


例如 当 ”一 4, k= 3k} {1,2,3,4} 共有 SG, 
3) 一 6 种 3- 分 划 如 下 : 


{{1, 2}, {3}, 44， 人 is 3}, {2}, {43}, 

{{1, 4}, {2}, {3}}, {{2, 3}, {1}, {4}}, 

{{2, 4}, {1}, {3}}, (13, 4}, {1}, {2}}. 
证 . 对 于 集合 ,ex 的 每 个 -分 划 及 个 字母 as a, 
…, a, 的 任 一 种 〈 不 带 重复 的 ) -排列 ， 我 们 均 可 作出 一 个 
2- 排 列 , 它 由 和 个 字母 组 成 , 各 字母 重复 次 数 不 限 , 但 每 个 文 
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字 至 少 出 现 一 次 (为 叙述 方便 见 , 简称 此 种 排列 为 Ps HE 
列 )。 例 如 
{1,3}, {2, 5}, {4} 1,2,3,4,5 
a b c abacb 
b c j DH bcbaec 
4 个 字母 的 两 个 不 同 的 4- 排列 ,显然 对 应 两 个 不 同 的 P,, HE 
列 . 但 & 个 字母 有 k 个 不 同 的 排列 ,因此 .ex 的 每 个 -分 
划 对 应 RARA Pae 排列 ， 显 然 不 同 的 分 划 对 应 于 不 同 
的 Pag 排列 , BO .oz 的 -分 划 个 数 为 CO, k), 则 应 有 
RVC(n, k) = (Pog 排列 的 总 数 ) 一 AtO” CH 21DA), E 
BD C(n, k) = At0"/kt = SCn, k). 
由 (2.3.12) 式 ，Bcll RY, EY, = > S(n, R) BA 


命题 10。 一 个 ”元 的 集合 共有 Y。 种 不 同 的 分 划 . 
对 于 Bell 数 Y。 有 与 (4) 式 相仿 的 等 式 成 立 : 


SHIL Y, = > (a) Ya (8) 


和 证， 由 (238) R, Y, 的 指数 生成 函数 Y (x) 一 
exp(e*—1)= D1 Yor"/n1, 4dY(#) /dr = (exp(e* — 1))e* 


= Y(x)e*, 注意 到 e” 为 o* 一 工 的 指数 生成 函数 ， 故 由 乘 
法 公式 (2.2.7) 推 知 (8) 式 . 

由 (8) 式 可 以 导出 Y 的 简便 列表 算法 . 

命题 12， Y, 一 AY., 此 处 定义 AY, 一 Yi 一 Yi, 从 
而 


Y, = > (1) (") Vive (9) 
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pennan 


iE. > (一 TD)"- (*) vii 
-gcom OO) 


ij 了 


| a 


3 


= > 6,5; = Yo, 


7 tf 
3 
] 1. Y, 的 列表 算法 
i 1 2 3 4 5 
Y; 1 2 5 15 一 > 52 
AY; 1 3 10 一 > | | 
aY; 2 7 一 > a i 
aY, 5 一 > a | 
T | 
A‘Y; 15| | 
和 5yi (52) 二 一- EEEE TEE, 


32. 第 一 类 Stirling MH s(n, k) 表 


~ 1764 
13058 


| 


此 命题 给 出 了 逐次 计算 Y，Ay,。 AzYy。… 的 列表 算法 、 
如 表 1 所 示 . 例如 已 算得 Y= 1, De ys 一 5 ，Y4 一 
15 及 AY, 一 1.、Ay 一 2,Asy 一 5 后 , 令 Aty, 一 YY 一 15， 
APY, 一 Aiy, 十 AY, 15 十 5 一 20,，Ayj 一 Asy 十 A:Yy2=- 
20 + 7 = 27,--+, 最 后 Ys = AY, + Y, = 37 + 15 = 52, 


2.5. Bernoulli 数 与 多 项 式 , 求 和 公式 


2.5.1. Bernoulli 数 


Bernoulli 数 8。 是 一 类 在 分 析 学 中 应 用 很 多 的 数 、 它 的 
生成 通 数 及 表示 式 为 
Ge) = È B," /n) = x/(e* — 1), 


B,= E + DY) 
k=0 


«oe 
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9,( 2.3.4) 82 (2.3.7). 


命题 1. (1) see. (n > 1), 用 Blissard 法 则 可 


写成 
(B +1)" = B”, Bt= B, (k> 1). 
UE. 由 x/(e* 一 1) = DB x*/n} COB ,t*/ a1 er = 
CIB, x"/nt) 十 x, 由 指数 生成 函数 的 乘法 公式 〈2.2.7) 即 见 


B, + Sant > (7) By. 
t 
由 命题 1, 及 Bom IBV ASA RHE B: 


Bı + 2B, + Bo = B2, By = —1/23 
B3 + 3B + 3B, + Bo = B3, B, = 1/6; 


B4 + 4B; + 6B: + 4B, + Bo =Æ B; = 0: 
B;+5B, + 10B; 4- 10B,+ 5B, 十 Bo (r= — 1/30; 


se. 


命题 2. By 一 0 (k> 0), 

HE. (Bax ny = (~x) [Ce — 1) ee + 
(x/ (e —1)) =x + DB xt lay, M4 e> Lh, B= 
(—1)"B,, 


QE? (Q) = > n7% = ((—1)!324 tn /(2 1) Bas 


例如 5(2) 一 w/6, 5(4) = 24/90, (6) = 2/945, 
5(8) = 28/9450, 

证 . 我 们 知道 ， 若 ”次 多 项 式 f(x) A MER a, 
oo WFE) = (00) J] Oia) PERLE (sin rz)/rrz 


有 根 x 一 tk, 且 当 * 一 0 时 值 为 1, 故 与 此 相仿 有 
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Came I (= CD 
此 式 的 严格 证 明 可 见 dxreirom [64]。 在 上 式 两 边 取 对 数 
可 得 
eS ee Se). 
逐 项 微分 得 > 
二 > Head 
一 1 一 2 > > x /Re 


=1 s=1 


=1-25 (De) a) 


s=1 ‘k=1 


另 一 方面 应 用 e = cose +isinr (i 一 人 /一 1)， 作 代 换 
2xix = 1, 即 得 
ax cos nx/sinax = (1/2) + (t/(e* — 1)) 


= (1/2) {Dem 
sit nel) 


~ 1+ D VEAN, 
与 (1) 式 相 比较 即 证 得 本 命题 . 
由 此 命题 及 im D,a” = 1, 即 得 
Qs)! 
tim Bal /( ede) = 1 Se 
Bernoulli 数 还 出 现在 一 些 初等 函数 的 Taylor 展开 式 中 ， 
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例如 
命题 4 
Ci) thr = x — (1/3)28 + (2/15) — (17/315)z? 
+ (62/2835) + -> 
= 5 B2 — D1/ (20)1. 
Gi) tgr = x + (1/3) + (2/1525 + C17/315)x 
+ (62/2835 )x? + ee’ 
= 5 BO DPA — Dea), 
iii) ctgx = x7! — (1/3)x — (1/45) — (2/945) x3 
— (1/4725)x7 — ++ 


sett > Bah —1)'2%x*1/(25) 1, 
s=1 


Civ) Csin x)! = x + (1/6)x + (7/560) x3 
+ (31/15120)x5 + (127604800) + =. 
=a J) Ba IHC — 2) C2), 
s=1 
JE. 由 thr = (e* — 1) (e* + 1) = 1 — 2Ce% — 


1) + 4(e* — 1)7 即 可 推出 G). 再 由 tgr = 一 ith(ix) 
可 推出 (i), Git) 与 (iv) 推导 方式 相仿 . 


又 利用 | tgrdx = -~logcosx, f cig xdx = logsin x, Ba 
写 出 logcosx 及 log sinx 的 展开 式 等 . 
2.5.2. Bernoulli 多 项 式 


Bernoulli 多 项 式 BG) 的 生成 函数 定义 为 
G(x, y) = (xe**)/(e* — 1) 
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= 5 BaCy)x"/nt, (3) 


由 G(x, y) = G(x) + e RABE RAE WIRE ATK (2.2.7) 
可 见 
GMS. Boy) = >) ee By”! = (B +y), Bis 


B,, 特别 B,(0) = B,, 
Bernoulli 多 项 式 的 一 个 重要 性 质 是 
命题 6. AB,(y) = B,(y +1) — BG) = ay", 
证 . È AB,Cy)x*/n1 = Gr, y 十 (x,y) 
= (xet z xe*?)/Ce* = 1) yy 
i > x"tlyr day, 
比较 x” 前 系数 即 得 证 ， 
由 此 命题 便 可 推 知 
命题 7. 差分 方程 AF(y) = Bayt 的 一 般 解 为 
FQ) = (D aBn + D) +6, 
其 中 e 为 与 y 无 关 的 常数 . 
特别 Af(x) = x" 的 一 般 解 为 
fe) = (Bai@)/(r 十 1)) 十 ce， (4) 
由 此 推出 


-命题 8， DK = (Bae +1) — Bn)/(lr +1) 
k=1 
= (1/(r+1)) > 人 : : \o + 1) t-'B,, 


W. iC, r) = Dk, FR 
k=1 
AC (n, r) =C(n +1,r)— Cr, r) = (a +17, (5) 
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比较 (5) 与 (4) 可 见 C, r) = Ga 十 1) + )/(r +1), 
& a= 0, WIN CC, r) = 0, M BG) = (-D™B,4.(0) 
=(—-1) "Bar, Ro = (-1)B u. E3 p= 1, Bz 
一 0, 故 (一 13 = — Bra. TÆ C(x， r) = (Bn(r + 
1) 一 Bd)/(r + 1). 

特别 


n 


DK= n+ 1)/2, 


DR = n(n + 1)(2n + 1)/6, 

E K = n(n + 17/4, 

DM = n(n + 1) (22 + 1) Gn? + 3a — 1)/30. 
E K = Cn + 1)(27 + 2n — 1)/12, 


eas. yo > ("\@—k+1)78,G), 6 
SH. 3 =) k + 1)71B, Cy) (6) 


n n 
BR yt Di eo BaGo) M Dy (, = 1 


k= 
Ay" = D, cnr ABO) 一 D, cn t ky, Weni = 
k k 


全 国人 二 的 Le 
命题 10. B, 一 7) 一 (一 1D)"B3。(y). 
证 . 2 x*B aA — y)/nt = re» /(e* —1) 
Ce (=x) Ce — 1) 
= 2 x"( —1)"B,(y)/n!. 


BBM. (d/dyBaly)) = nB, C). 
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= De (4 Baly)) fn! = (aee — 1)) 
= xe /(e* — 1) = > xB, Cy) /21, 


命题 12. Bm) = m S B, + G/M). 


证 . > B,C(my)x?/ny = xe™?/Ce* — 1) 
afa) S mxeti/mymx 1 (em — 1) 
= (1/m) X D Baly + G/m))mrx"/n1, 


2.5.3. 求 和 公式 


所 谓 求 和 公式 ,一 般 系 指 将 和 式 3 f(x) 转换 成 更 简单 
k=1 


或 更 易于 计算 的 形式 . 本 节 将 介绍 两 种 求 和 公式 : Bernoulli 
求 和 公式 与 Euler RAMAN. 其 中 后 者 在 和 式 转换 、 渐 近 计 数 
( 见 第 四 章 ) 及 积分 近似 计算 ( 见 华 罗 庚 , 王 元 [51) 等 方面 应 用 
更 多 .在 有 限 差 计算 中 ,还 有 其 他 形式 的 求 和 公式 ,可 见 Jor- 
dan [91]. 

命题 13 (Bernoulli 求 和 公式 ). 


Sy = (Ti + (3) aay 


+ (3) Azf(1) + + FAY), (7) 


证 . 记 Ef) 一 f(x 十 1) 为 移 位 算 子 ,于 是 
(E—I)I+E+E*+->-- + E°) 
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pelaat D(a 


i=1 


由 此 可 见 
I+E+E + Be (am, 
i=1 “1 


将 此 式 两 边 算 子 施 于 1) 即 得 所 证 . 
Bernoulli 求 和 公式 一 般 用 于 f(x) 为 多 项 式 的 场合 ,此 时 
f 的 高 阶 差分 等 于 零 ， 例 如 对 f(x) 一 3, 逐次 计算 ay), 
得 
k 1 2 3 4 5 
| 1 8 27 64 125 
Af(k) 7 19 37 61 
A(R) 12 18 24 
AICR) 6 6 
ACR) 0 
于 是 {1) —1, of) 7, Af) = 12, A) 一 6, 应 
用 求 和 公式 即 得 


den (7) +7 e 
命题 14(Ekier\ 求 和 公式 ). 设 f(x) 为 区 间 [1,2] 上 
的 普 阶 连续 可 微 函 数 , 则 


S 4) = i KOLL 
k=1 


+ (> Be) 
k=1 


— f*2())/AL) + Ron (8) 
其 中 R 为 余 项 
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ya 一 (一 Dea/mD [BADOE 


{x} 表示 zx 的 分 数 部 分 . 
注意 到 Byn 一 0 (>0), 在 (3) 式 两 边 加 上 Ha), 并 
合并 常数 项 ,(8) 式 还 可 写成 


SH) = Wo: 
k=1 1 


+( BaD) 
+ + (f(n)/2) + Ram. (9) 
其 中 C 为 与 4 无 关 的 常数 
C= ADD 一 2) Ba PONOR. 
k=1 


我 们 先 给 出 (9) 式 的 一 个 启发 性 的 推导 方式 , 它 可 以 帮助 
我 们 记 住 此 式 。 

id F(z 十 1) 一 之 (A), FE AF Ca) 一 F(n 十 1) 一 
F(s) 一 Kz)， 改 问题 归结 为 解 差 分 方程 

AFC) = f(x), 

将 此 式 两 边 除 以 算 子 A, 并 施 以 微分 算 子 D = (d/dz), 

得 
DF(x) 一 D(1IAA)f(Ce). 

注意 到 E) 一 Hz +1) = E D(x) /o1 = enf(x), 可 见 
Ese? Wy A= eP—1, 故 

DF(x) = (D/(e? ~ DYE) = >) BD) /R1. 
由 此 

FG) =| iar +) BSP O/AD, 
kal 
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> {(k) = F(n + 1) — F(0) 


= es fede + >> BJ 
1 k>i 


X (n + 1)/ki +C. 
启发 性 推导 至 此 完成 , 上 式 中 不 含 余 项 。 下 面 我 们 用 归纳 法 
来 严格 地 证 明 (8) 式 . 
首先 ,应 用 分 部 积分 公式 可 得 


MOEKU 


k+1 
k 


= (x — k — 1/2)f(@) 


a D = 12 一 | Koax, 
分 别 令 k= INA n — 1, 然后 相 加 即 得 


| 2} — /2 ar 


一 | (ax 


= SH) + G 一 KD)12 — [Oa 
k=1 1 
但 B, = —1/2, Bi(x) = x — 1/2, READER 
SAR = |" ed 一 (GD 一 KD)12 


+ |" BD Cdr. 
此 即 m 一 工时 的 (8) 式 ， 今 归纳 假设 (8) 式 成 立 ,应 用 分 部 积 
分 公式 于 Re 利用 命题 11, 并 注意 到 B0) 一 Bu(D) 一 
Bay 可 见 Br({x}) 为 * 的 连续 函数 ,于 是 
Dm) | BCD) a 
= (D/C + DY Ban DIC) 
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— Bei 0A) 
— ((=1)”*/Cnm + 1)1) 
SEAE Yo @Dae 
= ((— 1)" Bar| (m + 1) Ga) 
一 fm(1)) — (DY Cm + 1)1) 
x |” Brar, 
但 Bon =O0(>1), KA m>1 it, (DYB ma = 
B miis 所 以 
Rm = (Bias! Cm 十 了)CK(z) — fC) 
+ D/C + DD BaD, 
代入 (8) 式 可 见 该 式 把 zw 换 为 m + 工 后 依然 成 立 , 归 纳 证 毕 . 
成 Fourier 级 数 
Bam({x}) = 22m) (2x) (— 1)” 


x > k-*™ cos (2kxx), (10) 
k=1 


| Bam({2})| < | Bin] = 2(2m)1(20)-™ 
x Tm < 4(2z)-zm(2m)1. 
k=1 


上 述 不 等 式 亦 可 从 命题 5， 命题 1 及 命题 3 推出 。 由 此 不 等 
式 可 见 

| BanC{x})/(2m)1 | < 4a). 
因此 只 要 fm(*) 之 增长 不 过 于 迅速 , 余 项 Re RR), 
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第 三 章 BRR 


31. 重 排 问 题 与 环 状 字 计数 


在 代数 及 分 析 问 题 中 ,为 了 定 出 某 个 未 知 元 ,我们 常 从 问 
题 的 要 求 出 发 列 出 未 知 元 所 满足 的 一 类 方程 ， 然 后 从 中 解 出 
未 知 元 本 身 。 这 一 过 程 同样 适用 于 组 合计 数 问题 。 设 tl 
为 某 个 计数 问题 的 解 ,我 们 首先 设法 求 出 f(x) 所 满足 的 关系 
式 


> cafe) = C0), (a) 
然后 从 中 解 出 
> dear) = fo), (2) 
j 称 为 反 演 公式 。 


EHA). 在 ”个 文字 1, 2, …，z VR n! 
个 排列 aaa ssa, 中 ,满足 a, Ai G=1,2,-++, 2) 的 排 
列 有 多 少 个 > 这 一 问题 也 可 叙述 成 : 有 # 个 人 坐 在 * 个 不 同 
的 座位 上 , 今 重新 安排 各 人 的 座位 ,使 每 人 不 致 回 到 原先 的 座 
位 上 , 问 有 多 少 种 重 排 方式 ? 
例如 当 x 一 4 时 共有 9 个 这 样 的 排列 ， 
2143 2341 2413 3142 3412 
3421 4123 4312 4321 


而 如 4132, A a= 3, 不 属 此 种 类 型 . 
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今 以 D, 记 问 题 的 解 。 易 见 ( ，) Di 为 恰 有 + 个 a= 
i 的 排列 《m4, ay «+5 a) 之 个 数 ,既然 全 部 排列 个 数 为 #1， 
当 有 
之 Des < 


应 用 后 面 的 二 项 式 反 演 公式 便 可 解 出 
Dae DD (")@=nr 


n $ CDn G) 
命题 1 (二 项 式 反 演 公式 )。 
“Dn (4) 


iE, 6 = Sepa) a) 
im (Seo (A 
= D>) Onibi = One 


注 . Ba, 5, 的 指数 生成 函数 分 别 为 4(x) 及 
B(x), WWI AK (2.2.7) 可 见 (4) RKB AG) 一 
B(x)e*<> BG) = A(x)e™* 的 男 一 种 表示 形式 . 

作为 另 一 个 经 典 的 反 演 公式 力 数 论 中 有 名 的 Mobius 反 
BAK: 

命题 2. 

fa) 一 > gd) <=> gn) = D, pn/d)f(d), (5) 


d\n 
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djn 表示 和 式 遍 及 ” 的 所 有 因子 4, 而 e(n) 为 Möbius Ñ 
数 , 它 定义 为 
u(m)| = 
1, m=; 
(一 D*， 和 一 加 pr， 其 中 p 之 2 为 互 异 的 素数 ; 
0, 其 他 情形 . 
(6) 
此 命题 可 从 第 三 节 中 更 一 般 的 结果 推出 、 也 可 直接 证 明 
如 下 : 首先 由 ad) 定义 可 证 


See 


din 0, 若 n> 1, 
此 式 等 价 于 
DS) wm!) = Fane (7) 
dinim 
由 此 
S Peelm/r) = X gld) >) pm/n) = g(m), 
rim dis ain lain 


Mobius 反 演 公式 的 上 述 证 明 并 不 困难 , 重要 的 是 它 是 如 
何 推导 出 来 的 。 在 Berlekamp [37] 中 给 出 了 由 (5) 的 第 一 式 
逐次 解 出 sC) 的 过 程 ,其中 自然 地 引出 了 Möbius 函数 ,这 
种 启发 性 的 推理 值得 有 兴趣 的 读者 参考 。，Mibius KEARE 
组 合计 数 、 数论 、 信息 论 等 问题 中 有 重要 的 应 用 。 作 为 例子 ， 
我 们 萎 察 著名 的 环 状 字 问题 . 

例 2《 环 状 字 计数 问题 )。 从 及 个 字母 的 字母 表 7 一 
{4,56,c，"……,s)} 中 取出 4 个 字母 (允许 重复 ) 按 顺 时 儿 方 同 
排 成 贺 环 状 

qady43° "anlatl""* Cant; Gn), 
此 时 称 W = aay sea, 为 一 个 长 为 4 的 环 状 字 。 由 于 一 个 
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还 状 排列 可 以 选取 其 中 任 一 文字 为 a1, 故 aa -an aye 
as41, 43" "0101 等 都 看 作 是 同一 环 状 字 。 例如 当 m=2, 
n= 4, T = {a,b} 时 , 计 有 6 个 环 状 字 
aaaa, bbbb; abab; aabb, aaab, bbba, 
BARS aabb 也 可 写成 abba 或 bbaa, 
今 求 环 状 字 个 数 C(x)。 首 先 我 们 注意 到 由 w 种 字母 共 
可 作出 m 个 可 重复 的 排列 aaran 它 与 环 状 字 的 唯一 
RSET BAAR, IRE RIRA. 个 线 状 排列 
A142°* Ags 427° "Any 0201 °° Ag} (8) 
一 旦 首尾 相 接 均 对 应 同一 个 环 状 字 mareas 由 此 似乎 有 
C,(n) = m/n? 但 简单 的 例子 m= 2,n— 4 指出 CX4)= 
6 关 4 一 2/4， 究 其 原因 ,原来 > 个 线 状 排列 (8) 并 不 总 是 互 
异 的 。 例 如 环 状 字 aiezasas 一 abab 只 对 应 于 二 个 〈 线 状 ) HE 
列 abab 与 baba。 若 再 细 察 一 步 便 可 明白 ,导致 这 种 对 应 个 
数 少 于 ”一 4 的 原因 在 于 这 一 字 有 "周期 "2: a; 一 arr。 于 
是 我 们 定义 : 一 个 环 状 字 W 一 aar’ apen Canti 一 
ai)， 若 存在 正 整数 ?使 得 wo m anp (61,2, -°*), WE 
WAAR p. 最 小 的 靖 称 为 殉 的 元 局 期 . 易 证 每 一 周期 必 为 
元 周期 的 倍数 .特别 由 ang; a, 五 必 为 8 的 倍数 ,一 
个 元 周期 为 的 环 状 字 显然 对 应 十 FIRI ( 线 状 ) 排列 ， 
故 若 记 M(p) 一 Mm(p) 为 有 元 周期 ?的 环 状 字 个 数 ， 则 必 
有 ; 
> pM (p) = m, 
应 用 反 演 公式 (5) 即 得 
pM(p) 一 = up/q)m", (9) 


由 此 
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sae ee 


Caln) = >) MO) = >) O/P) $) ele/am. (10) 
pla qip 


pin 

此 式 车 引用 Euler $ RI L344) 可 改写 成 单 重 和 式 ( 见 
(5.1.16) 式 ). 

这 一 问题 可 推广 以 用 来 解决 信息 论 中 "无 逗号 编码 "问题 .所 谓 “无 
如 号 编码 ” 力 指 一 个 由 长 度 为 + 的 字 构 成 的 集合 C, 任 取 其 中 两 个 字 ， 
要 求 对 满足 1 Ska 的 任 一 整数 《, 头 一 个 字 的 后 面 n 一 个 字母 与 
第 二 个 字 的 前 面 * 个 字母 不 致 构成 集合 C 中 另 一 字 . 由 此 种 姓 质 可 
见 , 将 此 种 字 一 个 接 一 个 发 送出 去 时 ,两 个 字 之 间 终 须 加 上 速 号 以 示 分 
隔 , 无 逗号 编码 的 一 个 中 心 问题 就 是 使 集合 C 中 的 字 尽 可 能 地 多 . 

例 2 中 的 数 M(p) 还 联系 到 纠 错 编码 理论 中 的 “有 限 域 
小 约 多 项 式 之 计数 问题 *( 见 Berlekamp [37]); 设 GF (p) 
元 的 有 限 域 ，? 为 素数 ， 一 个 GFO) 上 的 多 项 
R JOJA Dax’, a€ GFCO), 车 除去 常数 及 自身 外 别 无 
因 式 , 则 称 为 不 可 约 .在 有 限 域 理论 中 证 明了 ( 见 万 哲 先 [2]): 
所 有 最 高 次 项 系数 为 1, 次 数 6f 除 尽 * 的 不 可 约 多 项 式 
je) 之 积 等 于 at" 一 x: 


r?” xX TI f@). (11) 


diis 
今 要 求 定 出 GFE) 上 最 高 次 项 系数 为 1 的 4 次 不 可 约 
多 项 式 的 个 数 UV,(n)。 为 此 由 (11) 式 见 


pr = >) dU, (a), (12) 
由 反 演 公式 (5) 即 知 
nUla) = >) pCn/d)p’. 
因而 
U,(n) = (1/n) 之 u(n/d)p*. (13) 


与 (9) 式 比较 可 见 Do = M,a). PIR p= 2,n—4, 
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可 见 GF(2) 上 4 次 不 可 约 多 项 式 共 有 
U4) = (1/4) (—2? 士 29 一 3 

个 ,它们 是 

Stet, x 十 x+ 十 1,， x 十 台 十 让 十 x 十 1 

在 (13) 式 的 证 明 中 我 们 利用 了 关系 式 (11), 在 Berickamp 
[37] 中 直接 从 任 一 多 项 式 必 可 分 解 成 不 可 约 多 项 式 之 积 这 
一 更 简单 的 事实 出 发 ,运用 生成 函数 方法 证 得 (13), 且 得 到 了 
更 多 的 结果 ,此 处 不 再 细 述 了 . 


3.2. 第 一 反 演 公式 


3.2.1. 第 一 反 演 公式 


反 演 公式 (3.1.1) 与 (3.1.2) 等 价 于 相应 的 系数 阵 C= 
(ca) 5 D= (dy) 互 逆 , 因 此 , 只 要 我 们 能 构造 出 二 个 互 逆 
的 三 角 阵 , 就 能 写 出 相应 的 反 演 公式 . 下 面 的 命题 即 给 出 了 
构造 两 个 互 道 阵 的 方法 . 

命题 1 设 {2.0} 与 {9,(x)} 为 两 列 多 项 式 ， 其 中 
RE 与 ae) 为 《次 多 项 式 , 若 


pals) 一 Dy athe), gale) = Di dapi), 


(7 =0.1,2, °°) (1) 
则 
a, = 5 Cabe E bn = >F dakike 
k k 
(一 0.12 0) (n =0,1,2, +) (2) 
x. 记 向 量 p(x) = (pi(@) F205 q(x) 一 (9i(x))3-o， 
MORENE 


p(x) = Cq(x), g(x) = Det). 
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其 中 C= Cag)s D (don). 因此 p(x) 一 CDp(x), 于 是 
CD = 1, 7 为 n+1 阶 单位 降 . 
作为 命题 1 的 应 用 , 取 pee) =a", gale) 一 (x 一 1)"， 
则 由 二 项 式 定理 
Ge 一 六 一 了 (一 Dos， 


mere re OG 


可 见 {27} 与 {(x 一 1D)"} ARAOR., 由 此 即 推出 二 
项 式 反 演 公式 (3.1.1)， 
命题 2 (Stirling 反 演 公式 ). ; 
Un DSni kOe > On = Ds(a, kag. (3) 


证 取 PnC%) mex”, z) 一 [x],, 由 (2.4.3) 及 命题 1 
BIS iE. 


作为 命题 1 应 用 的 第 三 个 例子 , 我们 注意 到 [一 x+], 一 
(Piel Jye 的 多 项 式 , 故 必 可 展开 成 


[Ss = SiG. la. (4) 
在 此 式 中 以 一 + 代 * 便 得 l 
Le], OE (5) 


由 此 推出 
命题 3 (Lah 反 演 公式 ). 


aa = >) LCa, Rb 4> bn, = Dy LCa. kar (0) 
k k 
为 导出 Li, k) 的 显 式 , 我 们 注意 由 (1.2.17), 有 
2  /m\ jn—1 
aor) 


k=0 k ea 
因此 
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[m] = > (at/k1) 7 7 A [ml 


k=O 


或 
makers 
k=0 
n—1 
x CDAD (E Im 
所 以 


QO LCa, kh) = (— Dnt /k!) an (7) 


同样 ,由 命题 (2.5.5 ) 及 命题 (2.5.9) 推 出 
命题 4 (Bernoulli 反 演 公式 )。 


(i)e -DaN 


k 
其 中 B; X Bernoulli 2, 
为 了 应 用 命题 1 来 推出 反 演 公式 ， 我 们 须 将 一 个 多 项 式 


p(x) 按 给 定 的 列 {q,(x*)} 展开 : p(x) 一 D engle) 当 


qu(xz) = x" 时 , 即 通常 的 Taylor 展开 
p(x) = PD"p(x) /nl) aor", 

容易 看 到 ,对 4,(x) 一 x*, 上 述 展 开 式 得 以 成 立 的 原因 在 于 
Dan(#) 一 ngs-1(%), oC) 一 1 及 q,(0) = 0n 之 1)， 由 此 
引出 下 列 定义 

定义 1， 若 多 项 式 列 {p,(x)} 满足 条 件 : G) ps(x) 为 
z 次 多 项 式 ; (iD p) 一 1、ar(0) 一 0 (w 之 1)， 则 称 
{pa《x)} 为 正规 多 项 式 列 . 

定义 2， 对 于 给 定 的 多 项 式 列 {p,(x)}, 若 线性 算 子 P 
WERE: G) Pps) = 1; Gi) Pps) = rpa (n> 
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0), WPA {p.)} 的 基本 算 子 。 反之 ,对 给 定 的 算 子 

P, 满足 所 述 (i) 与 〈i) 的 多 项 式 列 称 为 P 的 基本 列 . 
命题 5。 对 每 个 正规 多 项 式 列 ,存在 唯一 的 基本 算 子 P. 
实际 上 ,由 pr) 的 正规 性 易 知 每 个 = 次 多 项 式 pj) 


可 唯一 地 写成 p(x) 一 2 api), 因此 Pel) 一 >) kar 


X pr). 筑 子 P 即 为 此 式 所 唯一 确定 ， 
命题 6。 若 {p,(x)} 为 正规 多 项 式 列 , 它 的 基本 算 子 为 
P， 则 对 任 一 ”次 多 项 式 p) WA 


p(x) 一 之 ， (Pkep(x)/k! exo pa (x). (8) 


证 . 在 p(x) mE crprCx) 了 两; 子 Pt, RAS 
x 呈 0 即 得 


(Php (#) Jeno = D>) cil élepi-e(O) = crkt. 


由 此 即 推出 (8) 式 . 
例 1， 对 ps(x) = x", REARS PMR FT D, 此 
时 (8) 即 Taylor ext, 
例 2， 对 pale) 一 [xz]。 此 时 已 一 人 ,于 是 
p(x) = S(Ate@)/kI) La ]k, 


而 
(Are(2)) <0 - CE oo Irele) )= 
k 
=> De ($) eG. 
例 3， 对 pæ T, PHV 为 向 后 差分 算 子 : 
VE) = Ka) 一 f(x 一 1)。 因 易 证 Viz = ale, 于 是 
pl) = >) (Vigp(x)/k! ol x 1, (9) 
hoe 
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(vip (se) ).20 = (O — E*)t9)) se 
k, 
>» (*) (-1)'p(—i). 


注意 , 若 将 ty, [x+ 十 y]s 与 [x 十 y]”? 视 为 + 的 
郑 数 分 别 按 相 应 的 基本 算 子 D, A 与 作 Taylor RER C), 
可 得 出 


(ety => (7) xt, 


k 
eae =h?) ellr (10) 
[x +y] 一 也 (Le (11) 


此 种 多 项 式 列 称 作 是 二 项 式 型 多 项 式 , 我 们 将 在 下 一 小 节 中 
wR. 

由 命题 6 及 命题 1 即 可 推出 下 面 的 

EBA. ik {ra 与 {9,《x)} 为 两 个 正规 多 项 式 列 ， 
相应 的 基本 算 子 分 别 为 P 与 0, 则 


ln kp, Cx) /kl eno bp 
k 


PS > (Phan(e)/ki Day. (12) 
例如 取 p(x) = x” ae =[r],,.P=D,O=ARA 
Stirling ARG). 
3.2.2. 二 项 式 型 的 多 项 式 列 


当 正规 列 {ps(x)} 给 定 后 , 它 的 基本 算 子 为 命题 5 所 完 
全 确定 ;反之 , 当 算 子 P 给 定 后 , 又 如 何 寻 求 相应 的 基本 列 ? 
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Mullin 与 Rota 对 一 类 特殊 的 算 子 解决 了 这 一 问题 。 他 们 详 
细 地 研究 了 一 类 称 之 为 二 项 式 型 的 多 项 式 列 ， 得 出 了 一 系列 
有 用 的 结果 。 下 面 我 们 引述 其 中 的 主要 结果 , 并 举例 加 以 说 
BA. 详细 的 推 证 可 参阅 Aigner [19], 

定义 3、 满足 下 列 两 条 件 的 多 项 式 列 称 为 二 项 式 型 多 项 
式 : 

(CD pox) 一 1; 


Gi) pale + yi = A Pale) Poe). (13) 
k= 


” 岂 (10) 及 CID 式 知 x",[x], Riel 均 为 二 项 式 型 多 项 
A. 注意 由 上 述 定义 之 (i) 可见 , p00) 一 0 (2 >1), I 
见 二 项 式 型 的 多 项 式 列 必 为 正规 列 . 下列 定理 给 出 了 二 项 式 
型 多 项 式 的 一 个 特征 . 

SAT. {p,(x)} 为 二 项 式 型 多 项 式 列 的 充 去 条件 是 , 它 
Wd A Pw fe G) PE = EP, KAP 与 移 位 算 子 
EFC) = f(x + a) 可 交换 ， 其 中 < 为 任意 实数 ; (ii) Pe = 
cx), 

满足 上 述 条 件 (i) 与 G) 的 算 子 称 作 8 AT. 

命题 8。 任 一 8 ATURI AT DARRE 

P = >) a,D*/k}, 


k>0 
其 中 dk m (Px*) p20. 

Piip Et = eP m S) gtDt/ht. Ame ce? —1, VI — 
ce ”等 等 . 

对 于 8 算 子 P= $) akDt/k1， 定 义 其 导 算 子 为 


kpo 


PD aD Mea. 


kel 


例如 D' 1 Gh SAF), (EY m (67) = ae? m 4E’ 


. 8] e 
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Aim PS E, Y sen ew ET 等 等 . 
下 面 的 定理 给 出 了 由 8 算 子 构造 相应 的 基本 列 的 方法 、 
定理 B. 设 PP 一 DT 为 8 算 子 , 则 其 基本 列 为 
(i) pols) = 1, pals) = xT "rx" (n> 0), 
(iD polx) = 1, pale) = (P) pa). 
此 处 Gi) 由 弟 推 方式 给 出 . 
例 1， 对 Abel AFP = DE, 它 显 然 为 6 算 子 , 于 是 相 
应 的 基本 列 ( 由 人 GD) 为 


Pale) = XE mr"! x(x — an yet, (14) 
这 一 多 项 式 称 作 Abel 多 项 式 ， 由 命题 7, 它 必 为 二 项 式 型 
多 项 式 , 从 而 必 有 


(x +y) + y — an) 


-wr 


k=0 
x y(y — a(n — RTL (5) 
#2. P= A, ttt P= E, iH (ii) 
pale) = xEp,4(%) = Pail — 1) 
== x(x 一 1)pa-2(« —2)=—::- = [r] 
同样 对 于 P= y, p,e) = xEps-1(x) = tput + 1) 


一 mx], 


例 3. Laguerre BF ah e f(x + t)dt, 


L= = | ete! Ddt = — e -DDjD — I N 
0 0 


亦 即 


= D/(D — I) = D(1/D — I). 
故 由 (i) 相应 的 基本 列 为 
L(x) = r(D — 1)"r"™ 


| 


= $ (7) ore 


z n=l 
-DDoe 99 


L,(x) 可 以 写成 另 一 种 更 紧 资 的 形式 , 因 D-—I=e*De™, 
k (D I =m e*Dre™*, 由 此 

L,C = xe*(d/dx)*(e7*x"), (17) 
由 命题 7 可 见 L,(x) 为 二 项 式 型 多 项 式 . 


定理 C. ped a 
RWS PRO 相应 的 基本 列 为 


MOEDA GILDE 
k 


注 ， 此 处 POD) 的 逆 算 子 POD) 定义 为 POPP(D)) 
=D, 亦 即 PMH) 为 P) PRAM. 例如 对 于 7 一 
ce 一 1 其 反 函 数 x* 一 log(1 +y), TÆ A=? — I 的 逆 
AF AY 为 lbg (1 +D). Xin y= r/(x— 1), ERAK 
x = y/(y — 1), M Laguerre BF L 一 D/(D — 1) 的 逆 算 
FL ABS. 

fl. 对 Amel, RRS Ac 一 log( +D), 
故 AMY) 的 基本 列 为 


enla) 一 >，(Akxzn/f1)sozt 
k=0 


= DD s(n De (18) 


命题 9， 设 {p,(x)} 为 二 项 式 型 多 项 式 列 ,其 基本 算 子 
Dy Pale)at/ny = ap (ap ™u)). 
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Al. WF P— log (1 十 D), 即 得 
Dy esr)ur/n! = exp (x(e* — 1)). 


尤 令 «= 1, 及 (18) 式 , 即 得 
b> Y,u"/n} = exP(e“ — 1), 


4) 2. Xf Laguerre 算 D/(D — 1) = LE, LC) 
如 (16) 式 所 示 , 于 是 
D) LaCe)ut/ny 一 exp (xu/(u — 1)), 


EBD. 设 {p(x)} 与 {0 为 两 个 二 项 式 型 多 项 
式 列 ， 它 们 的 基本 算 子 分 别 为 P= POD), 0 = 2D), A 


qal) = 了 > cokbpk(x)， 则 Ta (x) = 5 Cea” 亦 为 一 二 项 式 
k k 


型 多 项 式 列 , 它 的 基本 算 子 R= O(PC5(D)). 

fll. 由 x" = 5Sa. ADL ales Ix PCD) mA, O(D) = 
D, 于 是 OPM (D)) = AP = Jog (1 +D) RFA EIRE 
理 可 见 ESO, kt 亦 为 二 项 式 型 多 项 式 , 它 的 基本 算 子 为 
log (1 + D). 

例 2， 由 Pe ELG, lrk WAN PCD) = A, 
OCD) = V =I — e, 于 是 PMD) = A = jog (1 + 


D), O(POXD)) = I — exp(—log (I + DY) =I — (1+. 


DY = DUI + D)-:， 故 由 本 定理 r, (a) = SLC, k)x* H 
基本 算 子 为 DU +D, 而 由 定理 B, 
: ralx) = xr(1 + D)’ 


` 


m y 2 n Dr—kxn™1 


si" 


2 a [z = 1]。 -xx 
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~ owh i) et 


TEV [r], = C—D*l-zP =} (- Lynn fet) FO ') 


[一 x]4， 与 (7) 式 一 致 . 
3,3, Möbius 反 演 公式 


寻求 一 般 形式 的 反 演 公式 
tn) 一 2 c(i, n)g(i), 


i <n 


g(a) = >) dG, G), (1) 


O<icn 
妇 结 为 求 三 角 阵 C= (eG, )) 的 逆 阵 D= (4d(i, i) a 
题 (3.2.1) 给 出 了 构造 两 个 互 逆 的 三 角 阵 的 一 种 有 效 的 方法 ， 
但 毕 竞 有 其 局 限 性 。 其 实 对 于 任 一 三 角 阵 C, 只 要 主 对 角 线 
元 c(i, i) = 0, 其 逆 阵 可 以 用 下 面 的 递 推 方式 求 出 : 首先 ， 
由 CD 一 ! 得 


>) eG, Dd, i) = 8G, i), (2) 
1<gk<n 
其 中 64,7) 为 Kronecker pHa, 
i) = 1, 6G, j) =0 Gj) G) 
IHX i >k, cG, k) =0; X k>j, dlk, j) = 9, KOK 
el 
aa eG, dk, i) = 8G, j). (4) 
HA imj, 得 c(i, HNeG, i) 1, 由 此 


dG, i) = eG, 7. 7 6) 
而 对 j >i h aG j) =O 及 (4) 式 可 见 
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A= eG." Dy eG dd. (©) 
(5),(6) 两 式 给 出 了 依次 计算 诸 dG, i) 的 递 推算 法 . 

1964 年 , Rota 首先 注意 到 〈 见 Rota [1351), AH G), 
(6) 两 式 中 出 现 的 变 元 ij 看 作 是 更 一 般 集合 S 中 的 元 , X 
BK i< ki FERRA S 中 的 一 种 更 广泛 意义 下 的 顺 
序 关系 , 则 反 演 公式 (1) 能 推广 成 更 一 般 形式 ,从 而 建立 一 种 
形式 统一 的 反 演 理论 ， 由 此 可 以 引出 许多 应 用 很 广 的 反 演 公 
AK. 

定义 1， 设 在 集合 S$ 上 给 出 一 种 序 关系 <<, 它 满足 条 件 : 
对 任意 的 a,b,c ES, 下 列 三 式 成 立 : 

G) a<a; Gi) a Kb, b Saa = b; (iii) a <b, 
bSc>asc,; 
则 称 3 为 一 偏 序 集合 。 此 时 ,对 元 a, 6 & 5, W La, b1 
ERP “和 “之 2 的 元 ce 5 之 全 体 , 若 对 任 二 元 a,be 3， 
[a,b] 总 为 一 有 限 集 , 则 称 $ 为 局 部 有 限 的 偏 序 集合 . 

AÁ. J= T = { 所 有 的 非 负 整数 ],“<” 取 为 通常 的 
“小 于 局 as 

例 2.，3S 一 D 一 {所 有 的 正 整 数 }, a <b 定义 为 “ 除 尽 
b, IBP alb. 

例 3， 设 N= {1,2,7 n}, S= B= {A| ASN}, 
亦 即 由 N 的 所 有 于 集 构 成 ,对 4, BES, ASB EXX AS 
B (4 3 BITS). 

容易 验证 上 述 三 种 集合 关于 所 述 的 序 关系 构成 局 都 有限 
的 偏 序 集合 . 

EL 偏 序 集合 8 中 的 任 二 元 a b 并 不 总 是 可 以 相互 
比较 的 , 亦 即 可 能 a <b 与 5 过 a。 都 不 成 立 ,例如 上 述 例 2 
中 的 a 一 3 与 5 一 7, 例 3 中 的 4 一 {1,3,5} 与 8 一 
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13,7} JO Bi 1; 则 任 取 a, BES, 总 有 ah Mba ht 
种 伪 序 集合 称 之 为 线性 序 集 。 
注 2， 对 于 一 个 偏 序 集合 $ 总 可 以 侵 定 其 中 有 元 0 ， 满 
足 
O<a (aes), 
实际 上 若 5 中 不 存在 此 种 元 , 总 可 以 加 入 进去 。 例如 例 1 中 
的 0, 例 2 中 的 1, 例 3 中 的 空 集合 等， 
注 3. Fax<b, axb, Witt 天 2 又 4 委 也 
可 记 作 b 之 a, 同样 a 过 5 可 写作 和 > 4。 
SR KF 为 定义 于 SXS 上 的 满足 下 列 条 件 的 实 值 函 
数 全 体 : 
f(x, xz) 送 0; fx,y)=0 (x Ry), 
此 处 r&y 表示 + >y 或 者 x 与 ? 不 可 比较 ， 又 了 也 可 以 
取 值 于 任意 域 中 。 对 {x,y) 的 这 一 限制 就 如 前 面 对 三 角 阵 
(cli, iD) 之 限制 G0, GA=-0G>). 同样 
与 (4) 式 相仿 ,我们 在 F 中 引进 “ 卷 积 ”运算 “*”， 
(x* g(x,y) = P2 Kæ, u)glu, y). (7) 


SERA F ATEH x 构成 一 个 群 , 亦 即 下 列 命题 成 立 : 
命题 1 运算 * 满足 结合 
(fF g) kA f(g *A), (8) 
命题 2. 中 存在 单位 元 5, 满足 (f*65) 一 上 此 元 
8(x, y) BNA Kronecker PAX 
8(z,2) = 1; lr, y) = 0 Q * y), (9) 
命题 3 对 于 任 一 元 IEF, VAP 满足 
fre] 一 9. 
实际 上 ,对 固定 的 x, x, y) 可 按 下 列 归纳 方式 定 出 (比较 
(5) 与 (6)): 
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G) Æ yr, WW 六 (x y) 一 17 帮 zz) 
Gi) G y >, W y) = A/G, y) 
x >) fr, iu, y); 


GDE y Bx, W fe, y) 一 0。 (10) 
命题 1 之 证 明 . (Gg) *A)(s, y) 
= >) (fxg), oh, y) 


XUECY 


= 5, (St ete. 0) Au y) 


XEWEY IKV 


= >) Kese) B) ev. uhlu, y) 
VqQucy 


IVY 


= > f(x, v)(g eho, y) 


rqQqvey 
= (f*(g#A) Cx, 7). 
命题 2 之 征明， 由 a(x, y) 之 定义 知 
(f* 6)(zx, y= 5 f(x, u)6(n, y) = f(x, y). 
xqucy 


命题 3 之 证 明 ， 首先 我 们 注意 由 集 F 之 假设 知 fy， 
y 关 0, O AEX NAHE <u <y 的 元 x* 只 
有 有 限 个 , 故 〈iD 中 和 式 仅 包含 有 限 项 . 故 由 〈i) 2 Gii) 所 
定义 的 fx. y) 是 确定 的 。 HEj 一 5。 实际 上 当 
x= y it, 
KEN, r) f(r, r)i, +) = 1. 


而 当 <y 时 ,由 (10)3 
(PNG NAPS re, fu, | 


+, VIG y) = 0. 
对 于 eX y, 由 (10) 式 当 有 
otf) Ce, y) = 0, 


| SELON TET Try: | 


和 o 


证 毕 . 

E. 应 用 群 论 中 的 标准 论证 方法 易 证 , 若 fxs, 
则 p mo, MA. 左 逆 必 为 右 道 。 又 逆 元 广 : 是 唯一 
确定 的 , 亦 即 若 gkfems. Tl gmp, 

由 道 元 的 定义 ， 若 了 一 geo, MM gæfa, WEW 
ote p, f(x) m f(0,x), g(x) 呈 4(0,*), 则 由 运算 x* NE 
义 即 见 

f(x) 一 >) alu, x)g(u) 


OKu 


<>8g() = D>) pu, a). (11) 


此 式 概 括 了 一 类 广泛 的 反 演 公 式 , 为 了 将 经 典 的 Mobius 
反 演 公式 推广 到 一 总 情 形 , 取 al, y) =t, y), 
Elx, y) = 1 (<y); S(x,y) 0 Ly), 
这 一 函数 称 作 《 函数 , Ht e, y) 称 为 Möbius 函数 , 记 
作 wz(x,y)。 由 (10) 式 可 见 , p(x,y) 可 按 下 列 法 则 算出 : 
a(x, 2) =i, u(r, y) 一 一 pay u(x, u) (x < y),(12) 


于 是 由 (11) 式 便 推 知 下 面 的 重要 的 反 演 公式 。 

ERA (Mobius HIRE). 1S 为 局 部 有 限 的 伪 序 
集 , f(x) 与 efx) 为 定义 于 S 上 取 值 于 某 一 域 中 的 函数 , 则 

f(x) = >) glu) GES) 
Kug 
=> g(x) = > ulu, x)f{(4) (x Es). (13) 
0u 

为 了 在 各 种 特定 的 偏 出 具体 的 Mobius 反 演 公 
式 , 我 们 需要 计算 相应 的 Mobius 函数 。 下 面 的 乘积 定理 给 出 
了 一 种 有 用 的 计算 方法 , 它 使 我 们 得 以 从 简单 的 Möbius 函数 
出 发 来 合成 复杂 情形 下 的 Mobius 函数 。 
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2X1 2S 与 s 为 两 个 局 部 有 限 的 偏 序 集合 ,相应 
的 偏 序 分 别 记 作 < 与 <<, 定义 $1 与 9 的 直 积 为 
S = { Ca, b)]a E Si, BES}. 
S 上 的 偏 序 引 出 如 下 : 对 a= (a a), b= (hy, b) ES, 
a<b <a Sib, a: Sba 

定理 B. 设 51,52 RSS XS 如 定义 1 所 述 ,它们 
的 Möbius 函数 分 别 为 gi, pu 与 x， N 

UCC 42), Ois 72)) = Haltis YCE Va). (14) 
HEI Rota[ 135], 

下 面 我 们 给 出 若干 特定 的 偏 序 集中 反 演 公式 (13) 的 表现 
形式 .为 此 我 们 首先 引入 局 部 有 限 偏 序 集合 S 的 图 示 方 法 ,此 
种 图 一 般 称 作 Hase 图 ,图 中 各 点 表示 S 中 的 元 ,而 当 * < 
》 时 我 们 画 出 一 条 自 》 指向 * 的 有 向 弧 ， 在 这 种 形式 下 ,由 
(12) 式 可 见 w(*, y) 的 计算 法 则 为 : 将 位 于 从 y 到 zx 的 各 
条 路 上 的 点 子 ( 点 7 除外) 之 p(x, z) 值 都 加 起 来 ,然后 变 号 ， 
即 得 p(x, y). 

a $210) (0.1.2, he RARE 
关系 (小 于 等 于 )。 SAY Hasse 图 如 图 工 所 示 . 


n=) Rl k k+l K+2 se 
v(kn)= 0 1 -1 0 


图 1. 


此 时 从 = 到 的 路 只 有 一 条 ,相应 的 Mobius 函数 易 见 为 
0, 2< k,n Bkt?; 

1, n=k; 

—1, n=k +l, 


Ce n) = 
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n 


于 是 f(r) = J g(4) 的 反 演 公式 即 为 g(0) = f(0), g(n) 


k=0 
= {(2)—-ja — 1), G2), 
H2. 3 一 Do = {n 的 所 有 因子 }。z 委 4 表示 a12. 
它 的 Hasse 图 如 图 2 所 示 ， 


ac(—1) a?c(0) .a?bc(0) 


a?b?c(0) 


图 2. 


我 们 用 乘积 定理 导出 此 例 的 Möbius 函数 。 由 素 因 子 分 
解 的 唯一 性 可 见 , E on = IL ph, M D(w) 与 Dip) x 
D(pit) X +++ X DC ps) ia. GE. 两 个 偏 序 集 51 与 5; 间 
若 存在 一 一 对 应 : x€ Si fe) € S 使 得 x CV St (®) 
<7), WR Si 与 S.A. 此 时 它们 的 Mobius 函数 间 
便 有 关系 式 mlr, y) = po(f(x) ,f(y)).) 于 是 由 乘积 定理 ， 
我 们 只 需 计 算 D) 上 的 Möbius 函数 。 但 DO) 由 1， 
PsP °°) PY 所 组 成 , 改易 见 De) 同 构 于 e) = {0， 
1,---,a}, 因此 

l, i=j; 
ep, t) =l, jimi; 
0, HIRE. 
由 此 可 见 
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“(Ho To) 
【一世 区 一 0， 项 对 所 有 的 区 和 一 和 一 0 或 1 
Tto, 其 他 情形 。 


此 即 
u(r, s) = pls/r) 
1， 若 一 5; 
=4(-1)*, 若 s/r 为 《个 互 异 素数 之 积 ; 
0: 其 他 情形 . 


由 此 即 导 出 经 典 的 Möbius 反 演 公式 (3.1.5). 
#3. KRANA* TH, B 由 NN 的 所 有 子 集 构成 ,其 


上 的 序 关系 取 作 集合 的 包含 关系 . BIE Z Sta = 
{rl = (h, a), t = 0 或 1} 同 构 , >) 上 的 偏 序 定义 


为 tSr Sr; (Gi 1,2, een) 实际 上 ACN Fj 
对 应 于 ICA) = (4, eer, da) AP 4 = 1 4A M4 acA 


(N = {a ,44})。 此 种 对 应 显然 为 @S D>) 间 的 同 构 
对 应 。 因此 为 了 计算 Z 的 Möbius 函数 ， 我 们 只 需 计 算 
>) EBS Mobius 函数 。 但 >) 一 >/X>)x.……x>)， 
而 对 于 > ),y Sx ZIE yery alr 0, Kal, 


y) = (1). RFE ES 
L(x1s ner) xa), (n> =“? 


ae II eCe yi) = (STs, 
但 当 X, Y E€ B 与 (zl mare Pe (n> er) Va) 分 别 对 应 
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时 , 2) x; = IX], Lyi = Pes 故 
HOY) a 
FAS HH BA AK: 


命题 4 (xX) =J) 


YEX 
(Jx) = 5 (1) (Y). (15) 
yox 

注 . BRB XDY 作为 X<Y 的 定义 , 则 同样 可 

以 推 知 
1(X) = D>) (YX) > 8X) = DCP yy), (16) 

Yax YDX 

14. 集合 了 4 的 一 个 分 划 = 是 指 ( 见 定义 (2.4.2)): A= 
U 4,4: 8, ANA = GG) A n THRASH 
有 Y, 种 不 同 的 分 划 ( 命 题 (2.4.10)) ,这 些 分 划 的 全 体 构成 的 
合 记 作 TCA). 对 于 TCA) 中 两 种 不 同 的 分 划 m:4 = 
U A 与 mm:4 = U By, BAM m 是 e 的 “加 细 ”, 则 记 
E m<m BiB MM” eet By 由 若干 个 4; 组 成 ， 
亦 即 若 A:N B; * D, 则 4;SB;. 例如 m = {{a, b}, {c}, 
{d, e}} <= {{a, b}, {e, d, et}. 易 证 T(4) 关于 此 种 


{{a,b.c}, {d}} ` 
VA (—1) SS 


有 ,人 cg- 一 ,b,d},{c}} —<— {{abcd}} 
to pays i a (+1) 
w ,b} {cd}} ya 
{et } 
图 3。 
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偏 序 构成 局 部 有 限 的 偏 序 集 。 PC) 的 Hasse 图 如 图 3 所 
m. 
MF TCA) 上 的 Mobius Be nee 


命题 5. 设 分 划 mi A= U Aim: A= U Bim < 
=, 若 每 个 B; Hon; 个 4; 组 成 , 则 


BG, m) = (— 1) 
X (m — Din — 1)t-+ (zy 一 1)1。 (17) 

其 证 亦 可 由 乘积 定理 得 出 ， 但 证 明 稍为 长 些 ， 见 Bender 
and Goldman [35], 

下 面 给 出 反 演 公式 (15) 等 的 两 个 应 用 例子 . 

#] 1 (Reed-Muller 码 的 码 字 重量 公式 ). Reed-Muller 
(RM) 码 是 近代 通信 理论 中 所 研究 的 一 类 重要 的 编码 ， 每 个 
RM 码 的 码 字 可 以 用 GF(2) 上 的 = 个 变量 的 多 项 式 

大 zx) = D dipipir ip (18) 

来 表示 ,其 中 诸 系 数 ww 与 变 元 x; BRA, GF(2), i, 一 
OM LR ito +5, 的 最 大 值 w 为 f 的 次 数 ， 例 如 了 = 
xz? 十 raa 十 x4 十 x7 为 二 次 多 项 式 .。 所 有 mm 次 多 项 式 fa, 
,xn) 的 全 体 即 构成 mw 阶 RM W. 例如 二 阶 RM BR 

为 形 如 2 qijXiXi 十 之 Dixk te 的 多 项 式 之 全 体 . 二 个 RM 


码 的 码 字 f(x pt.) 的 重量 ( 记 作 lfl) 定义 为 方程 
fn, mts ie eRe Gay cet, te) 个 数 。 例如 对 
Hx1, ttt, x5) 一 yr, 十 xata, | = 1 的 全 体 解 为 
Cris xs) = 1, 1,0,0,8), (0,0,1,1,0), 
(1,1,0,1,¢), (0, 1,1, 1,4), 
(1,1,1, 0,0), (1,0, 1,1, œ). 
其 中 xs 一 « 可 任 取 0 或 1, 因此 共有 12 组 解 ,于 是 |xixi + 


xz3ax4|5 = 12, 
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定理 C。 iF AH fla, +--+, x.) 中 单项 式 之 全 体 ,对 也 
的 任 一 子 集 6， 以 v(G) 记 在 c 中 不 出 现 的 变量 个 数 ，| 6G| 
表示 G 中 单项 式 之 个 数 , 则 

[fla = 5 (=1) gleter, (19) 


GGER,G 六 由 
例如 上 述 例子 中 Ha, RERA x5) 一 riri 十 3445 F={xix2, 
xat4}、 它 的 非 空 子 集 G 计 有 


G Ke! 2(G) IG] + »(G)—1 
{xix2} 1 3 3 
EZA: 1 3 3 
{x x2, xaxa} 2 1 2 


故 lfl = 2? + 2? -— r? =m 12, 

证 ， 对 每 个 GOF, 定义 (GC) 为 满足 下 列 条 件 的 点 
a= (a +++, an) 的 个 数 ，G 中 的 每 个 单项 式 在 点 a 取 值 为 
0, 而 五 中 的 其 余 单 项 式 在 点 4 取 值 为 1， 设 在 F\G 中 出 现 
的 变量 为 tis tao tto xi,， 则 集合 

M 一 {(e an))a m= a;, = 1} 
中 点 4 的 个 数 显然 等 于 277? 一 2S, 任 取 M 的 一 个 点 ， 则 
或 者 在 G 中 可 以 找到 一 个 单项 式 , 它 在 “ 点 取 值 为 0， 此 种 点 
ren >) (GD; 或 者 G 中 每 个 单项 式 在 “点 取 


HCG: H+ $ 
值 均 种 点 4 的 个 数 显然 为 2”? 一 人 $8)， 因 此 
>) (CH) = |M | = 2799, 
HGG 
应 用 Mobius 反 演 公式 (157 即 得 
1G) = D (= 1) AD, (20) 
HGG 


今 记 NG) A f(x1,…… xs) = OBR RF [la 一 
2" — NÇ), BAW 
。95 。 


| 


N= X £6). 
GGF 
|F\G:=c(mod2) 


将 (20) 式 代入 ,并 注意 到 D] f(G) = 2° 一 20) 一 2"， 可 


GGF 
见 
2N( 力 一 2 十 六 (一 DrmefCG) 

GGF 

= 2" + > (—1)!F Ir! 5 (— 1)! Hi g2cvy 
GEF HEG 

一 24 十 by (— 1 )lF imal oF\H) 5 1 
HGF HOGQF 

oa 72” + D (—1)!F iv 6ig eran IF 
HOP 

= 22 -+ 5 (一 LIcl2>G)2191 
GGF 


一 pH p si (一 1Jicl2xe+lGl 
GGF,G¥ $ 


此 即 NG) = 2° + X (一 1)'92*eiem 或 即 Jf], = 2” 


GEF,G*$ 


—N(}) = 5 (= 1), 
GSF,.G*¢ . 

公式 (19) 中 和 式 包含 了 2” 个 加 项 , 故 当 项 数 很 多 时 ,用 它 来 计 
FL 并 不 方便 ,有 时 用 其 他 方法 计算 11|» 更 为 简单 .但 由 (19) 式 我 们 
可 以 推出 有 关 RM 码 的 码 字 的 一 个 性 质 。 为 此 我 们 注意 , 若 CCF, G 
的 次 数 为 4, 则 (Gana 一 1614, eB 
里 [+] 定义 为 不 小 于 xz 的 最 小 束 
P(e — v(G))/d|>[a/a], {E3} m BRM 
[#/m1， 于 是 由 (19) 式 推出 

命题 6. mB RM 码 的 码 字 etes zx) 之 重量 必 为 2” 的 
倍数 . 
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例 2 (Euler 9 AR). 对 于 正 整数 ,函数 pa) 定义 
为 不 超过 ## 且 与 # 互 索 的 正 整 数 个 数 。 例 如 对 ”一 12 ,不 超 
过 12 是 与 之 互 素 的 正 整 数 有 1,5,7, 11, K p(12) 二 4. 
p(x) 是 数论 中 常用 的 一 种 函数 , 今 确 定 p(x) 的 表示 式 , 为 
此 将 N 一 {1; 2,……,w} 中 各 数 按 其 与 > 的 最 大 公 因 数 分 


类 , 亦 即 记 5 = {ili EN, gcdG nz) 一 4 于 是 了 一 US， 


din 


din 


=1, & |S] = (7/4), 所 以 a (n/d) = >) 


d'in 
9(d)、 应 用 反 演 公式 (3.1.5) 即 得 
p(n) 一 >) w(n/d)d = 2) pd )n/d”, 


ain d/l 
t=] oe, (a; > 1), 则 由 (a) 的 
表示 式 (3.1.6) 
9(z) =n — 2 n/p: + >) n/pips 


一 >) 2/pipip, +o 


=: TT G— 1p) 
= J| a- 1). (21) 


例如 12 =2 x 3, 故 g(12) = 2 x((2—1)xG—1)= 
4, 

在 文献 Bender and Goldman [35] 中 列举 了 Mobius 反 演 
公式 在 对 称 函 数理 论 . 图 的 色 数 多 项 式 、 凸 多 面体 理论 、 有 限 
域 上 向 量 空间 计数 等 多 方面 的 应 用 ,于 此 不 再 一 一 引述 ， 
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3.4.“ 入 与 出 原理 ”及 其 应 用 


本 节 我 们 将 应 用 Mobius 反 演 公式 引出 组 合计 数 方 法 中 
的 一 个 重要 原理 一 一 人 与 出 原理 ,又 称 容 斥 原理 。 

考察 一 个 ”元 的 集合 4 一 {a1, a, …，a}, 集合 4 中 
不 同 的 元 往往 具有 不 同 的 性 质 。 具体 言 之 , RA r 种 性 质 
P= { po ttt Pb. 将 集合 4 中 具有 性 质 p; 的 元 之 全 体 记 
YE A LI P= {pit PsWE—F eT 一 TA Pins ttt’ 
tis, 用 NST) 表示 集合 4 中 同时 具有 性 质 pi,,*……, pi,( 可 
能 还 具有 别 的 性 质 p;》 的 元 的 个 数 ; 以 N-(T) 表示 4 中 恰 
RAH patto p;,《 不 具有 P 中 别 的 任 一 性 质 ) 的 元 的 个 
数 , 则 显 见 

N>(T) 一 >) N(x). 


XƏT . 
这 是 因为 对 每 个 同时 具有 性 质 户 ，'…， Pu 的 元 。 必 存 在 一 
个 XDT, 使 得 元 “ 恰 具 有 X 中 的 各 个 性 质 。 应 用 Mabius 反 
演 公 式 (3.3.16) 即 得 
N-(T) = >) (DTN (X). (1) 


XƏT 


特别 对 于 T= 6, NA) 即 表示 4 中 不 具有 P 中 任 一 性 质 
的 元 的 个 数 ， 于 是 
cee >> (一 DIV>(X)， (2) 


式 中 和 式 遍 及 P ORATE X 这 一 等 式 可 以 写成 更 明显 的 
形式 。 为 此 用 apio ttt Pae Pno tto Pa) 表示 4 中 同时 
具有 性 质 Pis “*', Pix 而 又 不 具有 Pirs °° > Pir 的 元 的 个 
数 。 例 如 对 X = {p1}, N>(X) Bl n(p.), Mi N-CX) Bil Cai, 
Po’ Patt Br). FRA OARH 
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定理 A (人 与 出 原理 )， 
n( Pr, Po °°" Pr) =n — > n(p;) 


+ >) nap — Dd) antip) + °° 
i<j i<j<k 


+ (SDa, prs ***, Pr). (3) 
注意 到 上 式 与 等 式 z(1 一 pC 一 p) Ap) =n 
È npi + Di npipi; — Di npipit, 十 的 相似 性 可 以 帮助 我 们 
记 住 这 一 等 式 ， 
在 一 般 情 形 ,例如 求 (pr, pr, Ps, Po), TE (1) AHS 
P = {pi prs Pas Pajo T = {rp}, ABH 
nCPis Prs Pas Pa) = nCpis pr) 一 nC ie pa) 
— nr, Pas ps) + nCpis Pos Pas P (4) 
一 如 等 式 pip. — pO — pa) = npp npipipa— mprpapat 
NPiP2P3P'. 
入 与 出 原理 还 可 改写 成 其 他 形式 。 如 前 所 述 , 每 一 种 性 
质 Pi 均 对 应 一 4 中 子 集 4;， 从 而 2p) 一 ZAF n(;) = 
|A\A,| en — lA ,同样 w(pip;) = 14:04;) SS, 于 是 
(3) 式 可 以 写成 
[AN AN nd] 一 ?一 二]4j| 
+ ANA — SIA NANA| tes G) 
[AN ALN Nel = [AUAU Ug] = 2] AU 
AU e UAn) RA 
定理 B( 入 与 出 原理 ). 
[AU AU UA] ~ 2 lal 
-P ANA] + Dy JANANA 一 …， 
+ (DA ALN NAS. (6) 
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当 n==3 时 即 
|AUBUC| =!4]| + |B] + |c| — |4nBl 
—{Anc|—|BNcl + 14N8BNcl. (7) 


它 表示 为 了 计算 三 个 集合 之 并 AUBUC 中 元 的 个 数 , 我 们 
很 自然 地 先 分 别 计 入 集合 4, B, 的 元 的 个 数 之 和 [4] 十 
IB] 十 (Cl, 但 这 样 做 我 们 发 现 : 两 个 集合 的 公共 部 分 4 
B,ANC 5 BNC 的 元 被 计 入 了 两 次 ( 见 图 四, 故 应 从 


Poly 
Lpy os, E 
ILZ TESA 


图 1. 


JA] + IB] + 1C] 中 操 出 去 多 计 和 的 14nB1 等 ,得 14| 十 
[B] + [Cc] —|AnB| —|Anc| —|BNC]. 然而 这 样 一 
来 ,三 个 集合 的 公共 部 分 ANBNC RAT 0RCGE!Al+ 
IB] + |c] 中 被 计 入 了 3 次 ,在 一 |]4nB1 —|Anc] — 
IBA C] 中 被 扣 出 去 3 次 ), 故 应 再 计 入 14nBncl (6) 式 
即 表示 了 这 种 反复 “ 计 入 ”与 “ 扣 出 去 ”的 过 程 ,此 即 “ 入 与 出 原 


理 ? 名 称 的 由 来 。 
今 对 {1, 2,6, n} 的 任 一 子 集 X, 记 
A ~ |U al, = |N a], 
则 (6) 式 可 以 写成 
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HX) = >: (1) e(¥), 
再 次 应 用 Mobius RRAS (3.3.15) BI 

g(X) = 2 CDH). 
由 此 引出 入 与 出 原理 的 第 三 种 表示 形式 


定理 C (ASHE). 
[AN Aa na = 1 4;| EUA 
+ AUA4U Ag] 一 …。 (8) 
(6) 式 与 (8) 式 当 ”一 2 时 得 出 同一 等 式 
[AUB] + |ANB| —= J 4] + |B]. (9) 


此 式 易 直接 证 得 。(6) 与 (8) 也 可 由 (9) 式 出 发, 用 归纳 法 加 以 
证 明 。 此 时 要 用 到 运算 与 的 分 配 律 : 4n ( U Bi) = 


Una) 及 4U(ma)=- N (AUB). 
i i i 

入 与 出 原理 的 三 种 形式 可 用 于 不 同 的 计数 场合 ,例如 (8) 
式 可 用 于 | U a| 的 计数 容易 ,而 | N A| 较 礁 的 场合 ，(g) 

i i 

式 则 反之 . 

定理 D (篇 法 公式 ). 设 Ai, A2,°°+, A, 为 4 的 一 组 子 
集 , 则 对 固定 的 p > 0, 4 中 恰好 属于 其 中 个 于 集 的 元 的 个 
数 Nag 为 


Aal a 


其 中 R= {1,2, PENY r}. 
证 .考察 R 的 一 个 ?元 子 集 P, 在 (5) 式 中 以 门 4; R 
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4, AN( N A)R 41, 则 得 


[Man 4) 
-人 -最 IO 
en g a: 
“Boor D [Qal 
E 


-Zaenal 


-5C DER a 


IK'= Ks H i€K 


aj 为 一 2- 集 ,集中 每 一 元 = ARABS wla), 它 可 以 是 实 
数 或 更 一 般 地 为 任意 域 中 的 元 。 对 4 的 子 集 SG.4, 5 的 重量 
WCS) 定义 为 wS) 一 2) wC). 当 诸 元 < 的 重量 w(e) 都 
等 于 1 时 ,w(S) 即 等 于 ISl. 在 这 种 赋 有 重量 的 情形 时 , 相 
仿 有 下 列 定 理 成 立 ; 
REB. wU 4) = (iw ( N 4), 
ER IGR IEI 
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THC. w( N 4) = > (1) hy (U 4 小 


EMD. ih AY. 4, 为 4 的 一 组 子 集 , 则 对 固定 的 

p> 0, 4 中 恰好 属于 其 中 p 个 子 集 的 元 的 重量 和 等 于 
Wp = > (Dm ($) 2 w(N Ai). 
Hi=k 

取 wla) = 1 时 ,上 述 三 个 定理 分 别 化 作 定理 B, C, D, 上 述 
推广 形式 的 证 明 亦 相仿 ,可 以 Mabius 反 演 公式 逐步 推出 , 读 
者 可 作为 一 个 练习 推 证 之 . 

下 面 我 们 给 出 几 个 应 用 例子 . © 

例 1 (Euler P 函数 )。 Euer 函数 之 定义 见 上 节 例 2 , 今 
应 用 (3) 式 再 次 导出 它 的 表示 式 (3.3.21)。 为 此 设 a = pi- 
pr 为 # 的 素 因 子 分 解 式 , 加 ，……，tr 为 互 异 素数 。 PER 
A 中 的 4 {1, 2, -++, n}, 性 质 p 取 为 "是 p; 的 倍数 ”, 
ATHY p: 为 因子 的 数 显然 有 n/p: TR n(pi) 一 n/pi、 同 
BE n(pip)) = n/pip; GLi) —PRRKS ER, 4 
BRY4CASHE-A F pi 所 以 p(x) = nG +++, Pe) 
于 是 

p(n) =n — En/pi + Sin/pip; — Die /pipip, t *** 


=n II Q 一 1/p,) = JĮ pik "(pp — 1). 
k k 


例 2( 重 排 问 题 )。 用 x= (C1), >, Cm) ERM 
个 文字 1,2,…, m 的 一 个 排列 . 重 排 问 题 ( 见 3.1 节 ) 力 要 求 
计算 出 满足 条 件 rG) < i 的 排列 个 数 。 为 应 用 定理 A, 我们 
以 性 质 p; 表示 排列 = 满足 eG) =i. 此 种 排列 除去 要 求 
ali) =i 外 ,对 其 余 rG) EER, KA (m—- D1 种 取 
法 ， 此 中 n = (m 一 1)1 同样 ap, pi) = (m 一 2)1， 
vp(pis Pir Px) = Cm 一 3)! 等 等 ， 故 
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D, =m — X) (m— 1) + Dm 2) 
i Pr 


= m! - (7) œ- D: +(") Gm —2)1 wpe 


= mi(1—1/lt + 1/21 — 1/31 + 
+ (—D"/m!). 
例 3 (对 子 问题 )。 求 满足 条 件 eG) SAE 十 1 G= 
1,2, ++, m — 1) Kam) < m 和 1 的 wm- 排列 个 数 7(m)， 
仿照 例 2， 以 性 质 Pa G=1,2, =t, m) 表示 a(i)= 
二 又 以 性 质 pz Gls oto m— 1) 表示 itl, 
Pam 表示 (m) =l. 此 时 Aya {a|x(i) 一 i}, Au = 
{x|x(i) =i + 1} G6 <m—1) 及 Am = {rr(m) = 1). 
应 用 定理 A, 取 其 中 的 集合 4 为 my SHAN SA, Teo = 
|A| 一 m1. 
T(m) = (fi, Pas - Pin) 

— m! 一 Dl4i| + DIANA] ee 
HAERE MBO Aya Aamo G1, 2, 0775 m), Ax f 
Aun = OG 1,2, ,mC 1) 及 Aim 41 ©, 因此 
对 {1、2,…,2m} 的 k TRK, 1 G, 


2，-…， 2m, 1) 中 相继 的 二 个 数 , 则 OA] 一 0; 而 当 K 


中 不 包含 序列 1, 2。 …。 2m。 1) 的 相继 两 个 数 时 ， 们 4， 
1 《下 
中 的 任 一 排列 A aG) Gm 1, 2。……，m) 中 有 大 个 入 
已 经 确定 , 剩 下 mm 一 MIE Gm 一 人 )! 种 确定 的 方式 , 因 
此 此 时 | 门 4s] = Gm 一 人 1。 所 以 
T(m) = m! — fm, Dm = Yt 
+ tam, Dm 一 21 一 …， 
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其 中 {*(2m, k) 表示 集 {1, 2 2m} 中 不 包含 序列 (1， 
2,……, 2m, 1) 的 相 邻 二 元 的 厂子 集 个 数 ,此 种 元 的 个 数 等 


于 ( 见 (2.1.4) R) Om, k) = (2m/2m — k) (” 3 ' J 


T(m) = >` (—1)*(2m/2m — k) 
k=0 


x a — k)i. GD) 


这 一 问题 也 可 改 述 成 下 列 形 式 : 设 有 2m 个 座位 排 成 贺 
环 状 , 另 有 zw 个 对 子 Car, 61), tta Cans bm). 今 首先 将 a1, 
…, dm 依次 放 到 座位 1, 3, 5,…,2m 一 1 上 ,然后 将 刀 放 
到 偶数 号 座位 上 ,但 要 求 a, 与 b 不 相 邻 Gal, m), 
问 有 多 少 种 排 法 ?此 即 “ 对 子 问题 ?称呼 的 由 来 . 

例 4， 芳 察 无 向 图 G, 它 的 顶点 集合 记 作 上， GVA 
点 在 G 中 有 边 相连 , 则 称 此 两 点 相 邻 。 顶 点 * 的 次 数 d(x) 定 
义 为 与 * 相 邻 的 点 的 个 数 。 一 个 7 个 点 的 元 向 图 KK, AK h 
诸 点 两 两 相 邻 , 则 称 K 为 7? 个 点 的 完全 图 , 一 般 记 作 K.。 如 
图 2 所 示 的 Ks。 显 然 , 若 一 个 图 中 与 每 一 点 相 邻 的 点 数 都 相 
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当 多 时 ,就 有 可 能 找到 该 图 的 一 个 完全 子 图 来 ,下 面 的 定理 给 
出 了 这 方面 的 一 个 估计 式 . 

EME. 若 对 图 G 的 每 个 顶点 * 均 有 

d(x) > 1G —2)n/G—1)1 +1, 

其 中 # 为 G 中 顶点 的 个 数 , 则 G 有 完全 子 图 Ke 

i. i G-2)n=p—-I+7,0<r<as—2, X 
对 x+EV, 以 4(x) 表示 x 的 所 有 邻 点 构成 的 集合 。 TER 
照 假设 ,对 每 一 *xE7 均 有 |4(x)| 一 dx) Spt. 今 按 
下 列 方 式 选 出 了 中 的 一 个 点 列 t xz， ++ tg. 其 中 初始 点 
在 了 中 任意 选取 , x, ENR, FER nE Alr), 再 取 x3 € A 


(21) ACen), 一般 no, x1 选 定 后 ， 只 要 N ACs) 
i= 


非 空 , 则 从 中 任 选 一 点 作为 un 如 此 反复 直至 f) 4G) 一 
4 时 终止 。 现 证 此 点 列 的 个 数 9 > *， 亦 即 当 ! <6 时 ， 
0) 4G) 非 空 ,为 此 记 Ni 一 | 门 Go | ,我 们 用 归纳 法 证 明 


NI 十 1) 一 (一 1)m。 (12) 


当 /一 1, 由 假设 知 此 式 为 真 . 今 归纳 假设 Ni > (! 一 
UDC 十 1) 一 一 2)n, 于 是 由 (9) 式 并 注意 到 对 7 的 任 一 
子 集 5 必 有 |S[<[V] 一 >: 可 得 


n=] A aea = |4con(A aea) 


= l4) + |N AG 
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~ Janu (N ac 
>(gp+1)+0—1Xp+1) 
— (l — 2)n — n = }(p + 1) — (~ 1)n, 
(12) 式 归纳 证 毕 . $ les — 1, 即 得 
N A(x) 
=G- DG D— Ge) er) 
= (s —1)—-r Èl. 
此 即 表 明 所 选取 的 点 列 mm tesar 之 长 qs 而 此 一 点 
列 由 作法 可 见 两 两 相 邻 , 故 c 有 完全 子 图 KK. 


3.5. 矩阵 的 常 值 C) 


对 于 一 个 mm 行 , x 列 的 矩阵 4 = (ay) (m< n), AW 
值 Per(A) 定义 为 


Per(A) = 5 Glx(1)G42<(2)"”" ° Hmx(m)e (1) 


2(s— I+ 1)—G—2)n 


其 中 和 式 遍 及 (1,2, -++, 0} 的 所 有 m- 排 列 。 特别 当 m= 
n, BA Am BARE, CL) 中 的 和 式 遍 及 (1,2,4, n) 的 
#! 个 排列 ,此 时 Per(4) 与 通常 的 行列 式 det(A) 之 定义 相 
比 ,其 区 别 仅 在 (1) 中 各 加 项 前 均 冠 以 正 号 .一些 组 侣 问题 的 
解 常 可 表示 成 Per(4) 的 形式 ,其 中 4 为 (0,1) 和 矩阵， 例如 为 
了 求 出 满足 x(i) i G=, +++, 0) 的 排列 x 的 个 数 《 重 
排 问题 ) Dns BATTS au = 0, aymi Gj), W Per(4) 
即 为 解数 D.。 此 因 和 式 (1) 中 ,加 项 [| aiww=1 4A RY 


az Grey Satay m L, 亦 即 当 且 仅 当 排列 < 满足 
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a(i) æ; GG 1,2, +++, 0), 同样 为 了 求 出 对 子 问 题 的 解 
( 见 3.4 WTO a= air = 0 G=], e,n — 1), aa 
an = 0, Wl) TCO) = Ser(A), 一 般 为 了 求 出 一 类 带 限制 
mG)&AG)E{(1, 2, 2 一 1 2,… 2) 之 排列 个 
数 ,我 们 可 令 
(9, GiéeAs 
‘1, 其 他 情形 . 
则 Per(4) 即 为 所 求 的 解数 .(0, 1) 矩阵 4 的 常 值 还 可 用 来 
表 出 一 组 子 集 的 “ 互 异 表示 系 ? 的 个 数 : 设 Si, Say …, Sm 是 
集合 5 的 一 组 子 集 , 若 可 选 出 m 个 互 不 相同 的 元 a1, +++ am， 
使 得 aj€ Si G =l, ++, m), WEK a1, tta an 构成 子 集 系 
Sis °°, Sn 的 一 组 “ 互 异 表示 系 ”>.“ 互 异 表示 系 ” 是 构造 性 组 
合 数学 中 所 研究 的 一 个 重要 对 象 ， 它 在 拉丁 方 理论 等 方面 均 
有 应 用 , 设 S 一 {a +++, ands Sis Srs °°, Sm 为 5 的 一 组 
TR. 为 了 计算 该 组 子 集 的 各 互 异 表示 系 个 数 ,我 们 可 令 
,一 全 A aj€ S; 
” lo, 其 他 情形 
则 Per(4) 即 为 欲求 的 组 数 。 KERO} Naja) = 1 H 
且 仅 当 amy 一 一 amem m 1l, Eaa E Sitta atm E 
Smo I C1), +++, «(m) 既然 为 一 m- 排 列 , 当 有 x(i) 去 G) 
GA), 由 此 可 见 诸 元 any 互 异 , 所 以 (1) 中 每 一 非 零 项 1 
都 相应 于 Si, +++, Se 的 一 组 互 异 表示 系 。 . 
对 于 # 阶 方 阵 , 由 Per(4) 与 et(4) 定义 的 相似 性 可 
以 推 知 ,行列 式 的 某 些 性 质 也 适用 于 Per(4)。 例 如 : Per(47) 
一 Per(4) (47 表示 阵 4 的 转 置 ); 又 如 Laplace 展开 定理 
另外 ， 对 任意 的 置换 矩阵 了 与 9，Per(P490) 一 Per(4) 成 
立 , 亦 即 改变 4 中 行 与 列 的 次 序 , 不 影响 其 党 值 。 这 些 简单 性 
质 , 有 时 可 用 于 Per(4) 之 计算 。 例如 对 行列 式 的 特征 多 项 
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式 , 有 
det(4 — 11) 一 > (—1)""*S,, 
其 中 S, 为 4 的 所 有 大 阶 主子 式 之 和 |. 对 于 和 常 值 ,相仿 有 
Per(4 一 21) = bi (—A)*-*S,, (2) 
其 中 = 


fiire et 
s= 5 Per{ 7 *), 


1 Ki <i, <i En ‘titat ttk 


其 中 人， ) 表示 由 4 中 第 ins ots in TEs ho 六 MY 


J k 
成 的 子 阵 ， ls a ibe 
Dy = Per( J = Ds 


其 中 J=], Aa RAM, 它 的 元 都 等 于 1, mI A= Behe 
ABBE , BIS 


z n 
Pe] =a) = 3 (a) (a 


= 5 (A) kit /(n — RD). 


k=0 


因此 时 对 于 J, 而 言 显然 有 Per(J4) 一 &!， 在 上 式 中 令 1 一 
1, 即 得 
D, == Per(J —1) =n} > (-1)*/k. 

然而 ,行列 式 的 一 MREZE: “将 一 行 乘 以 常数 后 
加 到 另 一 行 上 , HEARKE”, 对 于 Per(4) 却 不 成 立 。 这 就 使 
得 Per(4) 的 计算 在 大 多 数 场合 十 分 困难 .在 计算 机 上 , 4 
直接 从 Per( A) 的 定义 出 发 进行 计算 , 则 约 需 nen) 次 算术 
运算 ,其 中 还 未 计 入 为 了 顺序 生成 n) 个 排列 所 需 的 运算 .在 
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Nijenhuis [118] 中 提出 了 一 种 运算 次 数 大 为 减少 的 算法 ， 它 
的 出 发 点 是 Ryser 所 发 现 的 下 面 的 定理 : 

ERA. AN MH, 4, 为 从 矩阵 4 中 将 某 > 列 
易 为 0 得 出 的 矩阵 。 以 SC) RRM A, 的 各 行 元 之 和 
的 乘积 ,又 以 ESC) 表示 对 各 种 可 能 的 4, 求 和 , 则 


Per(A) = S55(A,n)— C i i D ESCA n-m) 


HOTIT ) Cham) = 2+ 


+ Dmh? I) ESA. (3) 


尤 取 m = n, kh n MR AA 
Per(A) = SCA) — 31S(A1) 
+ ES) — + (S TSCA). (4) 


H 


1 0 

1 0 1 

0 0 0 

0 1 0 0 
0 0 0 0 


0 0 

0 1 

0 1 

0 i 0 
eee 

1 0 0 0 1 0 0 


Per(4) = SCA) — ES(41) + ES(4) 
一 23 一 (2 十 2 十 2) 十 0 一 2。 
证 ， 取 5S WF 1,2, +--+, n BTA mm- 排列 = 一 (7 
tsin) 之 全 体 , 对 每 个 66S 赋予 重量 w(c) 一 41j,42;,°°° 
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amim SHB igi (k=l, o, m) 时 称 具有 性 质 
PiG = 1,-++,2), Sik A, 为 在 4 中 令 第 isin etai, Fi 
A 0 得 来 的 阵 , 则 易 见 
w(P;, Piz ety P;,) Poe S(4,), 
这 里 w(P;,, 人 P,,) 表示 3 中 具有 性 质 P; > “es P,, 的 元 
之 重量 和 ， 因 此 若 以 w(r) 记 5 HERRA r 个 性 质 p; 的 元 
0 之 重量 和 , 则 
w(r) = 55(4,). 

今 Per(4) 按 定义 应 等 于 5 中 恰 具 及 一 m SER 
P: 的 元 之 重量 和 , 故 定理 D” 即 得 证 本 定理 . 

计算 Per(4) 的 另 一 种 方法 是 应 用 次 之 通称 为 “Mac- 
Mahon 主 定理 ”的 公式 . 

定理 B. 

Per(4) = Cx xs): (det(l — XADE (5) 
SIS “Cer rfO 表示 Je) Honan 项 
前 的 系数 ,Z 为 单位 阵 ，X 一 (x;6;). 

(5) 式 可 推广 式 更 一 般 形 式 , 为 此 引入 
定义 1. 
perm 4) = C(atix-+-2'2):( S) aus)" 


x (> ani) (SD aniti Ja 
定理 B.. - 
Perr" ( 4A) = C (xir :xn) (det(! — XAD. 
osm ses, m 1 时 ,定理 B 即 化 作 定理 B, 
定理 B 之 证 明 及 其 在 常 值 计算 中 的 应 用 可 见 Percus [126], 
下 面 仅 举 一 例 说 明 MacMahon 主 定理 之 应 用 。 
命题 1 (Dixon AÈ). 
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FD) = CDG (0 


E. ARR 
Cy — ze)" — r)" — y)” 


a ( D ce ) yaar) 
x (> (= 1)? % ) rr] 
Wo my) 


=a rm yim zim oS; (~— ttss 


fir2?15 


‘2m\ /2m 2m i 
SA ) ( ( ) graying, 
$y $2 53 


K 


5=0 


i O 一 z)2m(z — x P(e — y)™, 
应 用 MacMahon 主 定理 即 见 上 式 右边 等 于 
C (yg) : (det B)7, 
其 中 


x / 0 1 一 1 
=| 1 |- y ||- 0 a}, 
F 1) z 1 —i 0 


[Fteoeteas Seacmey] 


(det B)™ = (1 + xy + yz + zx) 


= > (—1)*(xy + yz + xz) 


= Yep 5 


nytn,tn,an 
n 
x gnit yart gart 
M15 Nz, N3 


ban + m = m + n = n t n = 2m 当 且 仅 当 n= 7 一 


nn3™= m, 可 见 
3 
C(x? y2m zm), (det BY = G KA ) 


m, m,m 
= (—1)”Gm)!/ Cm}. 
命题 得 证 ， 
MacMahon 曾 利用 定理 B’ 为 工具 ,应 用 类 似 的 推理 , 得 
出 了 一 系列 其 他 恒等式 . 
RSME, RE ASH A，B 所 提供 的 两 种 方法 ， 
但 其 计算 依然 十 分 繁复 ， 这 就 使 得 很 多 关于 常住 的 问题 迄今 
未 能 完全 解决 . (如 见 Marcus and Minc [110]. ) 1926 年 van 
der Waerden 曾 提出 一 个 著名 的 猜测 : Bea 为» POMBE 
阵 ( 即 4 的 元 非 负 , 每 行 及 每 列 的 元 之 和 都 等 于 1) , 则 
Per(A) È n/n", . (7) 
这 一 猜测 迄今 未 能 得 到 完全 的 证 明 . 这 一 猜测 在 (0, 1) E 
阵 情形 尤为 引 人 注 目 : AL UG, k) 记 所 有 每 行 每 列 有 不 
个 1 的 # 阶 (0,1) 阵 之 全 体 , 因 对 AEU, k), O/A 显 
然 为 双 随 机 阵 ,由 Per(A/k) == (Per(4))/k", 可 见 猜测 (7) 在 
(0, 1) RE AEUCa, k) 情形 化 作 
猜测 ， Per(4) > (k/n)"n!, ACU, k). (8) 
关于 Per(4) 的 上 界 , 1963 年 Minc 猜测 : BAAnH (0， 
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1) 阵 ,其 各 行 元 之 和 分 别 为 ri rrtt ra 则 


Per(4) < [] Gi”. (9) 
这 一 猜测 已 为 BregmanB?1 所 证 明 。 猜测 (8) 与 上 界 (9) 与 拉 
丁 方 计数 问题 有 密切 的 联系 : 一 个 mX wn(m <n) 的 矩阵 


A, 如 果 每 一 行为 1，2，.…，# 的 一 个 排列 ， 且 每 一 列 中 元 互 
异 , 则 称 为 mw 行 的 拉丁 秆 阵 ， 拉丁 方 理论 在 近代 实验 设计 中 
有 重要 的 应 用 。 一 个 mX ”拉丁 矩阵 4, 只 要 m <n, 总 可 
IRIE m 十 1 行使 之 成 为 (m + 1) x 。 ATER. WEE, 
HDL SATAN i 列 出 现 的 数 , 则 任 一 排列 = (x(1)，…， 
ORE NDES, 都 可 取 为 第 +1 行 , 这 种 排列 的 个 数 
BO AGHA Ci) S, (i 一 1, 2, eet, n) 的 排列 计数 问题 
有 如 前 述 ,这 一 个 数 可 表 为 某 个 (0。1) FEB YT EL SIL 
BEUC, n 一 内， 从 而 可 证 其 党 值 必 非 堆 。 因此 上 述 拉丁 
矩 隆 的 扩充 总 是 可 能 的 。 进 而 着 应 用 上 界 (9), 可 见 一 个 mm 行 
BO THERES A — mY 种 方式 扩充 成 十 1 FF 
拉丁 矩阵 ;而 若 猜测 (8 为 真 , 则 这 种 扩充 方式 就 至 少 有 ((z 一 
m)"/o")n! 种 ， 因 此 敬 (8) 式 得 证 , 便 可 证 明 阶 拉丁 方 的 个 
数 L。 满 足 不 等 式 

(T oy >L > 0D 0) 


其 中 下 界 较 之 迄今 已 知 的 下 界 Ls >n! 一 11(2 一 2)1 
1! 好 得 多 。 关于 拉丁 阵 的 计数 问题 ,我们 将 在 4.4 节 中 继续 
讨论 。 
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第 四 章 渐 近 计数 


4.1. 概 述 


在 组 合计 数 方法 的 应 用 中 ， 我 们 常 需 寻 求 某 个 计数 问题 
的 解 N(x) 42 趋 于 无 穷 时 的 渐 近 性 状 , 这 是 因为 通常 N(n) 
的 表示 式 十 分 复杂 ,而 渐 近 式 则 扬弃 了 和 式 的 次 要 部 分 ,突出 
了 它 的 主要 部 分 ， 它 使 我 们 能 更 清楚 地 了 解 支配 这 一 表 式 的 
决定 性 部 分 , 从 而 对 它 有 更 好 的 了 解 . 举例 来 说 , 在 计算 机 
算法 分 析 中 ， 我 们 通常 并 不 满足 于 求 出 一 类 算法 的 运算 次 数 
N(n) 的 明显 表示 式 , 而 需 进 一 步 求 出 , 当 # 充分 大 时 ,，N(n) 
是 按 线性 方式 cn 增长 ,还 是 按 cn? 方式 或 nlogn 等 其 它 方 
A? 在 比较 同一 问题 的 两 种 算法 时 , 使 用 渐 近 式 则 是 很 必要 
的 . PH n 充分 大 时 ,算法 4 约 需 cn2 次 运算 , 而 算法 B 
只 需要 cnlogn 次 运算 , 则 算法 了 一 般 优 于 算法 A, 寻求 计 
数 问 题解 之 渐 近 值 还 有 另 一 种 原因 : 有 很 多 计数 问题 要 求 出 
它 的 解 的 精确 表示 式 十 分 困难 或 者 根本 不 可 能 ,在 这 种 场合 ， 
我 们 往往 设法 求 出 它 的 渐 近 值 。 例 如 拉丁 阵 的 计数 问题 (4.4 
节 ); 素 数 分 布 问题 : 求 出 不 超过 * 的 素数 个 数 x(x) 等 . 要 
求 出 xkxX 的 精确 表示 式 是 不 可 能 的 ， 然 而 著名 的 素数 定理 
则 指 * 充分 大 时 ,x(x) 接近 于 x/ log x, 这 一 渐 近 式 深 
刻 地 反映 了 素数 的 分 布 规律 。 

与 组 合计 数 的 其 他 方法 相 比 ， 渐 近 计 数 方法 需要 借助 于 
较 多 的 分 析 学 工具 ,特别 是 复 变 函 数论 方法 . 此 外 : 浙 近 计数 
方法 只 前 远 不 够 完善 ,是 一 个 尚 有 许多 工作 要 做 的 领域 , 
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下 面 我 们 引进 有 关 渐 近 分 析 的 记号 和 概念 . 

定义 1]， 设 0) 与 g(n) HERR MXR, Il 
记号 

f(n) 一 O(g(n)) 表示 存在 与 7 无关 的 常数 a 与 M 使 得 
H a<n +o ij f(x) 过 Ml1lg(w)| 成 立 ; 

FCn) = olg(n)) 表示 lim fn)/g(n) = 0. 
特别 我 们 常用 00) 表示 一 个 有 界 的 量 ,而 用 o) 表示 一 
个 趋 开 零 的 量 。 另 外 我 们 用 

~ gln) 表示 I) = gla) 十 o(1)), 亦 即 
lim f(n)/g(n) = 1. 

A. 由 命题 (2.5.8), P+ 2+ --- +r = n(n 十 1)， 

(2n + 1)/6 == (03/3) + (7/2) + (2/6), HK’ 


RE OG), DR al 
=1 


k=1 


> R = (1/3) + oD)). 


Xiu Clogn)* = O(n), e” = 1 + Ci/n) + o(1/n) 等 等 .在 
和 式 变换 中 应 用 口 记 号 可 以 使 我 们 有 效 地 把 注意 力 集 中 于 算 
式 中 的 决定 性 部 分 ,而 不 用 计较 一 些 无 关 紧 要 的 细节 . 
关于 O 记 号 , 我 们 须 注 意 的 是 1 定义 1 中 出 现 的 常数 
M 通 常 称 为 包含 在 2 中 的 常数 ， 这 一 常数 在 等 式 变换 的 不 同 


阶段 可 以 取 不 同 的 值 ,例如 D R= (1/3)? + OC?) = 


0 (mw)， 包 含 在 前 一 个 0 中 的 常数 可 取 作 (1/2) + s Ce AEE 
意 正 数 ); 而 包含 在 后 一 个 0 中 的 常数 则 可 取 作 (1/3) + si 
2. f(n) = O(g(n)) (或 Hn) = olg(n))) 是 一 个 单 向 等 式 ， 
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绝 不 能 写作 0(g(w)) = f(r), 不然 我 们 就 会 从 2/4 = 


O(n?) == 7/3 中 引出 mV/4 一 /3 BB RL 一般 


0O(g(o)) 所 表示 的 是 “一 类 ?函数 , 即 与 g(x) 之 比 为 有 界 的 一 
类 函数 之 全 体 , 故 Ka) 一 OCg@)) THER f(x) 为 函数 类 
0(g(n)) 中 的 一 员 。 因而 这 里 的 “一 ”更 接近 于 集合 论 中 的 
记号 “e>” 而 与 寻常 使 用 的 “一 ”意义 不 同 , 之 所 以 沿用 等 号 ， 
只 是 一 个 习惯 的 用 法 而 已 。 一 般 我 们 约定 等 式 右 边 所 包含 的 
函数 类 比 等 式 左边 更 为 广泛 ， 或 者 说 等 式 右边 所 给 出 的 渐 近 
式 较 之 左边 更 为 粗糙 。 因 而 我 们 可 以 写 出 OG) = 0?) 而 
却 不 能 写 出 O(n) =O), 
由 定义 不 难 列 出 0 记号 的 一 些 简单 等 
f(n) = OC(f(n)), 
cO(f(n)) = OG@)) C 为 与 ?无 关 的 常数 )， 
O(f(n)) + O(g(n)) = 0G) + g(1)), 
OCO Ga) = Of(n)), 
O(f(n))O(g(r)} = OGM) g(a), 
O(f(n)g(n)) = fn) O(g(2)), 
f(n) = O(g(n)), gCn) = OCA(n)) 
=> f(x) = OC@)). 
述 诸 式 除去 fn) = O(a) 外 ,对 于 。 记 法 同样 成 立 . 此 
a 
O(f(n))o(g(n)) = olf(n)e(n)), 
Co(f(n)) + o(g(n)))* = o(f(n)*) + ol g(n)*), 
C1 + of f(x) + o(g@))) 
= 1+ o(f(n) + g(r)), 
f(n) ~ gn), g(n) ~ h(n) = f(r) ~ A), 
等 等 。 0 记号 还 常用 于 一 般 实 值 变量 * 的 函数 ， 此 时 须 指 明 
x 的 变动 范围 例如 
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ge) = Ox)) (az <b) 
RANGE TE TERM 使 得 
lG) 和 MK (@<r<s)s 
又 如 
sinx = O(x) (—ocr< +o), 
x? = 0 (x) (—1<r<1), 
SS, TREA ' 
g(x) = Zaz, 
若 存 在 + > 0, 全 得 lal 一 +00, IRB Dari 在 |x| < 
r 时 绝对 收敛 , 则 常 可 写 出 
g(r) = ag + ax + ote + amt” + Ol) 
(jz| <r), 
此 因 g(x) = ag t axt e H anx” + at, anp t ampat + 


…), 而 当 |x| <r 时 ,括号 中 的 量 不 超过 D) legal < 


M. 
例如 对 任何 固定 的 +， 
em 1 + r t+ (1/21) + -e + (x7/m!) 


HO) (lx| <r). (1) 
又 当 r<l 有 时， 
log (1 + x) = x — x27/2 + --- + (—1)" te" /m 
+o”) (|x] <r), (2) 
又 如 应 用 (1 一) 一 了 二 om") (jz| < 1D, 可 以 得 
出 
(1 — ô) = 1 — 8 + &+ oC) (3) 
等 ,其 中 5 一 o(1)， 应 用 (1) 与 (2) 又 可 见 
eè? = 1 + 6+ (6/2) + 0(8), (4) 
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log (1 + 8) = 6 — (87/2) + 0(68), (5) 
《4),(5) 两 式 在 渐 近 分 析 中 经 常用 到 ,借助 于 此 两 式 可 以 求 出 
某 些 罕 次 式 的 浙 近 式 , 如 


BM. 设 a, g= 0(1), 则 
(n + a't 一 nthe] + all 
— oa/2)(1/n) + OCn™)). (6) 

证 . 将 上 式 左边 记 作 f(x), 于 是 
log f(n) = (n + B) log (a + a) 

== (n + B)Clogn + log (1 + a/n)), 

应 用 (5) 式 即 得 
log f(n) = (n + B)logz 
+ Cn + B)Ca/n — o2/2n? + O(03/n3)) 
= (n + B)logn + a+ alf — a/2)/n 


+ O(n™), 
因此 
f(n) = n*texp(a + all 
— a/2)(1/n) + O(n™)), (7) 
再 由 (4) 式 得 


Cn + wa)rt8e = neten 1 + af 
—a/2)(1i/a) + O(n7?)), 
注意 ,由 (7) 式 两 边 除 以 a"*™ 可 得 
(1 + a/n)" = exp(a + all 
—a@/2)(1/n) + O(n )), (8) 
用 同样 方法 可 以 证 明 与 此 相仿 的 
命题 2 Æ am oln), W) 
(1 + a/n)" = exp (æ + o?/2n + Ow/n)), (9) 
(1 + a/n)* = exp (a — œ/2n + O(0/n")), (10) 
在 运用 0 记号 估计 和 式 时 ,还 常常 涉及 到 "一 致 性 ?问题 。 
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设 若 找 们 要 估计 和 式 >，ak(z)， 此 处 5 为 一 类 数 集 , 可 以 与 


kes 
n 有关， 例如 5 11,2, +++. 0}. EIERE k A 
a(n) 一 0CbxCn))， 则 并 不 能 由 此 马上 推出 DS) a) 一 


0 (S) bC) ), 这 是 因为 隐 含 在 ao) 一 Ola) 中 的 党 


数 M :对 任 一 固定 的 和 ,纵然 与 > 无关, 但 却 可 以 与 & 有关, 很 
可 能 选 不 出 对 所 有 《€ 5 都 适用 的 统一 的 常数 M 来 。 例 如 对 
f(y) = 有 /十 如 )， 对 于 任意 固定 的 k, A+R S07, 
故 

FACI < k/n?, 
此 即 (x) = O(n), AER k ARE, AW 


常数 M 一 《 与 上 有关， 因此 不 能 由 此 推出 SA = 
k=1 


EO) = O(n), (ARATE FI As 
(n? + K) = (n — k? + 2nk È 2 nk, 
故 
(R/C? 十 R)) < Qn), 

于 是 (x) 一 0(2 0)， 此 式 关 于 & 便 是 一 致 的 . 因此 我 们 
引入 定义 

定义 2， 设 8 为 & 所 取 值 的 某 一 集合 ， 若 存在 不 依赖 于 
# 与 上 ES 的 常数 4 与 M ,使 得 

|a,(n)| <M|4,(n)| 

对 所 有 满足 a 和 x 二 十 ,RES Hr Bk ， 则 称 
aln) = O(4,(n)) (n> 00) 关于 不 是 一 致 的 . a,(n)= 
6 (n)(1 + o(1)) (n> 00), Rebate oC1) 市 的 常数 与 
RES 的 选择 无 关 ， 则 称 a(n) ~ on) 关于 RES 是 一 臻 
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Wop 


由 此 定义 ,车 a(n) = OC (n)) 关于 RES 为 一 致 , 则 
BE D ann) 一 0 (D b(n) ), 同样 着 a) ~ Cn) 
RES kes 


关于 RES 为 一 致 , 则 >，a(z) ~ >) aC). 


在 本 章 以 下 各 节 中 ,我 们 将 介绍 渐 近 计数 间 题 的 一 些 方 
法 。 由 于 计数 问题 来 源 的 多 样 性 ， 渐 近 式 的 推导 方法 往往 因 
问题 而 变 ,很 难 纳 人 几 种 模式 之 中 ,因而 我 们 将 只 限于 介绍 最 
常 应 用 的 几 种 方法 。 


4.2, 和 式 变 换 方法 


4.2.1. Stirling 公式 及 其 推论 


组 合计 数 问 题解 的 表示 式 中 常 包 含有 zl 为 了 
消去 这 一 因子 ,我们 需要 应 用 n) 渐 近 式 的 著名 的 Stirling A 
A. 本 节 我 们 给 出 这 一 公式 的 推导 并 举例 说 明 如 何 应 用 它 来 
求 出 和 式 的 决定 性 部 分 。 

首先 ,由 求 和 公式 (2.5.8) 可 以 直接 推出 下 列 和 式 的 渐 近 
值 定理 . 

ERA. i f(x) 为 区 间 [1 +0) LW 2m 阶 连 续 可 微 


函数 , 旦 以 分 |” OG) ldx 存在 , 则 有 新 近 值 


S10) =f fdas + S + G2) 


+> (Ba/ OR DA a) 


+o (F lar), (1) 
JUN BA 为 Bernoulli 数 ,5 为 与 ?无 关 的 常数 . 
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今 在 (1) 式 中 取 f(x) = log x, 注意 到 | log rdx = xlogx 
一 及 Pa) = (2k — 2) pe HD, 即 得 
logn! == nlogn — n + 1 +S + (logn)/2 
+ >, Ba/CORC2k 一 1)n?*-1) 


+0 (| rdz ) 一 (zn 二 1/2)logn 二 5 


: > Bar/ (2RC2k 一 1) nh) 
+ O(n-0m-D). 
R m= 3 即 得 
n) 一 Sı V A(npe)rex (1/127 
— 1/3607 + O(n75)) 
= SV n (n/e)*1 + 1/12n 
+ 1/288n? + O(n-)), (2) 
AM S, S, 及 9 均 为 常数 ,为 了 定 出 S 注意 到 由 Wallis 公 
式 


Éd 2.2.4.4.6.6.....。 
2 1.3.3.5.5.7...-..-. 
2**(n} )4 
a a Qn 十 1)(2n1) > 
将 (2) 式 代 人 得 
Smarts 2"(S,(n/e)* s/n) 


2 (2n + 1S 2n/e*V/ Ine 4 
由 此 S 一 V2=， 此 即 证 得 
定理 B (Stirling 公式 ). 
nl 一 / 2an(n/e)" (1 + 1/12n 
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tok ey Hy HU 


+ 1/288n? + O(n7)), (3) 
顺便 指出 ， 和 式 的 渐 近 值 定 理 A 在 寻求 一 类 和 式 的 浙 近 
值 方面 是 一 个 很 有 用 的 工具 。 例 如 取 f(x) 一 1/x, 即 可 按 类 
似 方式 得 出 
si 1/k = logn +7 + (1/22) 


— (1/127) + O(n), (4) 
其 中 


= lim( >) 1/k — logn ) =a 0.57721- +. 
也 k=1 


称 为 Euer 常数 。 渐 近 式 (4) 后 面 也 将 用 到 。 
求 和 公式 用 于 浙 近 计数 的 例子 在 下 面 各 节 还 将 提 到 ,下 
面 我 们 举例 指出 Stirling 公式 在 确定 和 式 >》) a(n) 的 决定 
k 


性 部 分 中 的 应 用 
作为 头 一 个 例 于 ,我们 考察 二 项 式 系数 (，】 Ck 一 0， 


1 … ,内 。 此 为 一 单 峰 序列 ,其 值 开始 时 随和 增加 , 当 《一 
In/2] ARAKI, AARE KAJ. 下 面 的 命 三 指 出 


MR 9/2 超过 一 定 距离 时 , (7 ) 与 (，/)) 相 比 党 可 忽略 ， 
命题 1 记 7 一 ja/2 — k], UM j= o(a) 时 
(7) ~ Grapezre(-2Pnt+ OGF/m), G) 
由 此 尤 可 推 知 当 j> n, s > 1/2 时 
(ENa © 
其 中 p> 0 为 任意 固定 的 正 数 。 
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证 ， 由 二 项 式 系数 之 对 称 性 不 妨 设 8 一 2/2, 即 j= 
(n/2) —k, BER Stirling 公式 于 kls G 一! 及 ni, HR 


AC) =G- Oi. MA 
Gea 
KE 人 D 


RA k=a/2—j 及 n—k=n/2+j, 并 注意 j= o(a) 
即 得 


(Gos) ce z =)" 
1/2 ;2 n\k n n=k 
a +e) GG) 
ECE PENG + joat 
-e(a 
因此 


G) ~ (2/1) P21 + 2j/n) IAA — 27/0), 


H (4.1.9) 
(142j/n)Fi-*? ~ ep (Fj — 7?/n + O(j*/n")), 


因此 
(7)~ TE N + O(?'/n")), 
(5) 式 得 证 , 尤 令 ; 一 0 即 见 
(a) ~ Cz, 0) 
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于 是 当 j= o(a) 时 ， 


(>) ~ (7a) 2/n + OCP). (8) 


注意 到 若 j >r, “> 过 但 j<n*, 6<2/3 P/n > 十 


00, j?/n? > 0, 并 注意 exp (—n") = o(n-*), 其 中 2, p 为 任 
BERR MA nê >j Sn, 2/3 >88 Ss > 1/2, 


(sse 


再 由 (7) 的 单调 竹 可 见 条 件 地 >j 实际 上 可 以 放弃 , 亦 即 


上 式 对 所 有 7 之 of HRM. 

上 面 的 论证 方法 是 标准 的 .实际 上 对 于 a(n) (R= 0, 
1,---,2), RE a(n) 是 单 峰 的 ， 即 仅 在 《ec {0, 1,……， 
- 2} 之 一 处 达 极 大 值 ,在 其 两 侧 均 为 音调， 而 在 极 大 值 点 邻近 
有 类 似 于 (8) 式 的 渐 近 值 时 ,都 可 引出 与 (6) 式 相仿 的 结论 .下 
列 两 个 命题 即 为 例子 ， 

命题 2， 设 a(n) = ktk) /n), W) a(n) 随 % 单 调 增 
加 ,在 不 一 2 处 达到 最 大 值 1; pan 一 六 为 《与 极 值 点 
FR” 的 距离 , 则 当 7 一 oCn) 时 ， 

ak(2) ~ cxP( 一 P/22 + O(7/n")), (9) 
由 此 尤 可 推出 当 j >n, s> 1/2 时 ,对 任意 正 数 占有 
a,(n) = o(n-?), 

证 . ax(n)/arm(n) = (R/R+1)"* <1, a(n) A 
调 增加 ， n 处 达到 最 大 值 aln) 一 1. 记 7 一 ”一 《， 
则 当 j= on) 时 ， 应 用 Stirling 公式 于 af 及 并 应 用 
(4.1.10) 式 可 知 

a,(n) = k" tk!/n! 
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= J k/ne**(k/n)"C1 + OCL/n)) 
= V (n — j)/nei(1 — j/n)*(1 + O(1/n)) 
= (1 + O(j/n))ciexp(—j — 7/2n 
+ O/a), 
此 即 (9) 式 ,再 由 a0) 之 单调 性 , 即 见 命题 为 真 。 
用 完全 类 做 的 方式 可 以 证 明 
命题 3， 设 a(n) = n/a — &)tn*), W) a(n) BAR 
增加 而 单调 减 小 ,在 《一 0 处 达 最 大 值 1 OER FER k BS 
于 它 与 极 值 点 下 标 k= 0 间 的 距离 ), 且 当 《一 o(z) 时 ， 
a(n) ~ exp (—k?/2n 十 OCK?/n’)), (10) 
BETER kn, s PL/I HERRER eR 
a,(n) = o(n7?), 
下 面 的 命题 中 ala) 之 分 析 稍 见 复杂 些 ,但 其 基本 思想 
与 前 相同 。 


命题 4。 设 a(n) = k /kt, MI ag) 当 kar ak 


到 极 大 值 ,其 中 : tlogt =n — 1/2. 又 设 j= |s — k] 

为 & 与 极 值 点 | BSS j= o), s < 2/3 时， 
k/k ~ Pet 2n) exp C—C + logs) 7?/22), C11) 

EAA j >r, s > 1/2, Da) 可 从 和 式 


HARR D D a) = o (X a). 


W. 应 用 Stirling 公式 可 见 
k/k! = (ak) erk" > + OC1/R)). 
& fle) = (V 2a) e*s, g(x) = log f(x), 易 见 g (x) 在 
+ 一/ AAR, HH t E log: = n — 1/2, hita k/k 
E ka~r ERKE. $ k= tj WE 
k/k = re + jDG + 00k) 
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于 是 当 7 了 一 oO 时 有 

KIRIS Cnt) Meter tele id 4 je, 
应 用 与 命题 4.1.1 之 证 明 相 仿 的 推理 , 易 证 

(1 十 I/D ei~ m tie iexp (—(1 + log t)j?/2¢ 

+ O(7 log z/7?)), 

于 是 

Rk"/k! ~ (2r) Mets exp (— (1 + log 272/22 

+ O(log /?)), 
AM jon) ,s < 2/3, ploge/? = o (CC logz))3 
+ Clog 1) /#) = (2-7 log 12) = 0(1), 故此 时 
R/RY ~ (2a) Me's exp (— (1 + logs) 7/22), 


4.2.2. 由 正 项 组 成 的 和 式 
本 节 考 察 计数 问题 的 解 Na) 由 正 项 和 式 D) a(o) 
k 


(a(n) > 0) 表 出 的 情形 。 此 时 aa) 一 般 含 有 阶乘 因子 ， 
且 在 区 闻 为 单 峰 ( 亦 即 在 区 间 中 某 一 点 达 极 大 值 ,在 其 两 侧 为 
单调 ), 寻求 此 种 和 式 渐 近 值 的 步 鸡 一 般 为 : (i) 定 出 求 和 区 
间 内 使 ala) 达 最 大 值 的 下 标 k, 为 此 可 将 指标 A ERR 
变量 ,然后 应 用 通常 的 分 析 学 方法 , 也 可 结合 应 用 Stirling 公 
式 来 近似 定 出 极 值 位 置 x; Gi) FRERE pth. 新 的 
指标 i 表 出 了 离 极 值 位 置 + 的 距离 。 然后 应 用 Stirling A 
式 消去 ak(>) 中 的 阶乘 因子 ,并 进而 分 析 ax(w) 在 极 值 点 两 
eines as e 
则 推出 形 如 xz) = o《 Da (n)) 的 估计 式 ;(iii》 估 计 和 


fon 


A>) alo), 常用 的 工具 为 Euler 求 和 公式 ,用 积分 代替 和 


i<n’ 
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A. EFHGALTSABERM. 
上 面 过 程 中 的 O 与 Gi) 两 步 在 前 一 小 节 已 列举 了 数 
例 , 故 下 面 将 专注 于 第 Gi) 步 的 例 释 . 


fll. s= Pate) Cr > 0), 


此 例 中 aG) 一 (”) Reece LAER AE ADH BE 
qm n/2ih. 作 变 量 代 欣 ij 一 w/2 一 4G 从 一 "/2 变 至 
+n/2), wate wa) (7 Y ,其 中 2/3>*> 1/2 可 从 和 


> R 


式 中 略 去 ,再 由 (5) 式 即 见 
S~ 之 | Cy 


lilen! 
~ (2/12 $, exp(—2r + P/a). 
FARS 
因 当 lil > wy > 1/26}, aPC(—2rj?/n) = o), PA 
任意 正 数 , 故 ` 
D>) exp (—2rj?/n) 


lil<n* 


5 > enh C) 


j=—7 


因此 
S, ~ (2/nx)?2" 5 exp(—2rj?/n), 


了 一 一 多 


令 f(x) = exp (—2ra?/n), Wasa D, FP (一 2r7ym 一 


< jan 
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DUI), BAL Ruler 求 和 公式 (2.5.8) 得 


sa= |" Hadar + fn)/2 十 KK 一 912 


+ >) Baa) 
k=1 


— f%(—n))/(2k)1 + Rn, (12) 
其 中 


Ru 一 一 人 fC) Baal {2})/ Om) ae, 
(注意 此 处 不 能 直接 引用 定理 A, 因 本 例 f(x) 与 + 有 
关 , 从 而 (1) 式 中 常数 5 亦 将 与 有关 .) SD f(x) = ey) 一 
ey = V2r/n x, He (d/d YC) =V 27/0) Cd /dy yte” 
= (V 2r /n)te PC), Ply) 为 y 的 《次 多 项 式 ， 由 此 可 见 


《12) 式 中 除 积分 部 分 及 R。 外 都 等 于 o(a). 而 对 于 余 项 
Rm 有 


全 f(x) 1dr = (VS 2r/n yr 
x P |Ca/dy y” e |dy = O(n), 
因此 Ru = OC"), EER) ABU |” f(x)dr 与 
i Idr ZEW OC”) (6 HEB ML) 
3S) 1G) ~ [Ger = Vener, 
(右边 积分 之 计算 可 见 qaxTearonbt [64].) 由 此 最 终 得 出 
Ba) a 
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== 27r (2) e-DA, (13) 


nz 


n 


例 2. P(n) = >) Rr *- ki/n 及 O(n) = 


k=0 


n 


Dd) n/a — k)i). 


k=0 
此 两 例 中 , a(n) 之 最 大 值 出 现在 求 和 区 间 的 一 端 ， 对 
于 此 两 和 式 , 由 命题 2 和 3, 均 有 
PCa), O(n) ~ È, exP(—7?/2n), 
jns 
而 在 前 一 例 中 已 证 得 〈 令 + 一 1/4) 上 式 右边 ~ [eras 


一 (Vaml/2z)/2 一 Var]/2 故 O 
P(n), O(n) ~ V mm/2. 
顺便 指出 ,运用 更 细致 的 推理 可 证 ( 见 Knuth [98] V.3); 


xn 2 11 jx 4 
roy = fF Et os 
71 x 
ee es + O(n), 
ots Je 11 lz 4 
ATVNY2 3 Ls Bae 一 
ce O 
+ 788 V 27 + O(n7?), 
关于 Pla) 与 Om) 的 组 合 学 意义 , 涉及 到 计算 机 的 算 
法 分 析 , 其 中 P(n) 我 们 将 在 6.2 节 中 再 次 提 到 。 
例 3. K(n)—= >) zl/(Cn 一 人 Int。 


k=1 
此 例 中 K) 的 组 合 学 意义 如 下 : 设 忆 为 个 元 的 集合 
$ 映 于 自身 的 所 有 了 映射 4 的 集合 ， 对 每 一 feE F, 作出 图 G, 
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CUS 的 诸 元 为 顶点 ,以 (i, fG), i€ES 为 边 , 则 KO) 等 
TS 了 遍及 F 时 诸 图 G 的 分 支 数 的 平均 值 ， 

SER Kln) 的 渐 近 值 , 此 例 中 a(n) = 1/((n k)! 
kik) 与 上 例 OG) 中 的 21/(n—’)1n*) 仅 差 因子 1/k, 
if 


K(n) ~ >) a(n) ~ » (1/k) e7» 


kent kent 


~ Sayer 
k=1 
但 因 右边 和 式 中 出 现 因子 1/t， 这 给 求 和 公式 的 应 用 带 来 了 
困难 . a = (1/2)e a, I (0) 没有 定义 ;而 若 
试图 用 |” fa 来 天 过 , 则 由 于 1/x 之 出 现 ， 求 和 公式 中 


的 余 项 易 证 并 不 随 = 趋 于 零 ， 为 了 解决 这 一 困难 , 我 们 针对 
fx) 在 * 一 0 MAAR x = 0 而 引入 g(x) = f(x) 一 1/x 
= (1/2) (e7 — 1), 此 时 g(0) 一 0, 又 g(x) = —C1/n)- 


emn 4 (1/2) (1 — e=) = g(x) + gC). BR f g 
(zz = OG), 而 对 于 ”gx(x)ax, 作 变量 代 换 * 一 V2ny 
得 
b AJA — ede 
一 (LV 2n) 


Ay1—e") 在 ?一 0 处 取 值 为 1, 故 可 见 上 式 为 
O(n), 于 是 应 用 求 和 公式 


> gl) = | gC)as + (el0) + 29/2 


人 ”Ga agi \ay, 
0 
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a | B ({2})g (dz. 
注意 到 ga) = O(n), g(0) 一 0, 又 


If" BADE a| < |? e) laz = 0G, 
ih 
De =f eax + 00), 
此 即 


D aA 一 D 


= f (1/2) CeT — 1)dx + O(n"), 
对 于 右 端 的 积分 , 令 y 一 27/2n, W 
fa J (e77 — 1)dz 
= (GD 人 De — 1) ay 


= 1/2) | A/N — Day 
+ (1/2) | yeay 
— (1/2) p ye dy 


n/2 
1 


— (1/2) |” yay, 
(a © 


1 oo 
| ?Ke — 1)dy 十 | ey dy = 75 (14) 
1 


其 中 7 为 Euler 常数 。((14) 式 之 证 可 见 uxTeHronpu [64]. ) 
而 
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= (2/n)e "2 = o(e-*"), 
又 | yay = tog (n/2), He 
i" (1/x)(e7#*" — 1) dx 


一 一 >/2 — (1/2) log (n/2) + 0(e7””), 


由 此 注意 到 DS (1/4) 一 logn 十 7 + OC LAH), H 
k=1 


S apea = S) ae NaS Ge 
k=1 k=1 k=1 


一 一 (7Y/2) 一 (1! og (7/2) 
+ logn + 7 + O(n7"”) 

= (logn)/2 + (7 + log2)/2 
+ O(n-”), 


于 是 最 终 得 出 
K(n) ~ Clogn)/2 + (7 + log2)/2. 
我 们 还 可 以 用 另 一 种 方法 一 一 分 部 求 和 法 来 求 出 


E/E 之 渐 近 值 .一 般 , 若 我 们 需要 寻求 >，4ib 之 渐 
近 值 ,其 中 3 a; 之 产 近 值 已 经 知道 ,而 与 b 一 6G) 相应 的 


函数 b《x) 又 比较 光滑 , 则 可 尝试 用 Abed 分 部 求 和 公式 
ab, beets + ab = Andy 


n—i 
一 >) Abe — ba) (15) 
k=1 
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其 中 A, Ja > ai. 其 证 如 下 :定义 Ay ad 0, 于 是 a, = Ay 


Aj-15 
n 


>) abi = >) Ande — >) Arib 
k=1 k=1 


k=1 
= 2 Arbi 一 > Arbin 
= A,b,— Aob, — 5 (Arbri 一 Arb) 
k=1 
= Anba RE 5 AC brt by). 
k=1 
若 应 用 差分 算 子 人 A 与 V,(15) 式 也 可 写成 


> b, (Vex) = DnCn x bico 


k=1 


一 > cpl Abr). 
k=1 
这 与 分 析 学 中 的 分 部 积分 公式 完全 相仿 。(15) 式 在 分 析 学 中 
有 重要 的 应 用 ( 见 徐 利 洽 [8])。 
(15) 式 还 可 改写 成 积分 形式 , 为 此 记 4(z) 一 了 》) a F 
k&z 


是 当 x 二 不 十 1 时, A(x) = A, KX 
Dd) ACen — 2) = A ae Bae 
k=1 k=1 k 


n-—1 m 
aS l A(a)b' (ede = | pr (eae, 
k=1 “大 ! 


于 是 有 


Py Re eres E ee IOO (16) 
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今 应 用 (16) 式 求 本 例 KO 之 渐 近 式 。 如 前 所 述 ， 
K(n) ~ E(n), 其 中 EE(n) 定义 为 
E(n) = D/O et (t= 1/2n). 
k=1 
SECO) a, = 1/k, by = eh, 于 是 
A(x) = >> ag = logx + 7 + O(x7), 


ksz 


© Eln) = A(n)A, — r Ala)’ (2) de 


= A(n)b, -Í (loge + 7 
+ O(#"))b'(x) dr, 


n 
1 


一 7 b(x)dx 一 —Yb(x) 
一 7Yp(1) + O(e7*”) 
一 Ye + OCem?) = y + O(n7), 
A(n)b, = A(n) 677? = Oe)  (6>0), 


(0) ({" OS) = 0 (: | ety ) 


一 0 (Ve = e='dy) =0 (4/7) 


n 
1 


所 以 


Ea) 一 7 Gua + Oa»), 
4 


一 | Clog x)b’(x)dx = log xb(x) 六 
十 z (o(#)/x)dx = | re tdr, 
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作 代 换 xz =u, 于 是 dx/x = du/2u, 
上 riedx = (1/2) i ule~udu 
1 È 


= (VD (È (et = Dudu 
+ 上 Wle-*du -+ | w'du ) 
= (1/2) (| ce — 1)/udu 


+ e ute~*“du 一 logt + OCA) | O 
I 


由 (14) 式 可 见 上 式 等 于 (1/2) (一 > 一 loge + 0(z)), 因此 
E(n) = y + (1/2)(—7 — logs) + OC”), 
代入 :一 1/27 即 得 
K(n) = (1/2)(7 + log 22) + O(n»), 
与 前 面 所 得 一 致 . 


$l 4. Bell 数 (2.3.14) Y, 一 e-1 5 R"/k!. 
k=1 
由 命题 4 


© 


Seki ~ DID, 


XRO itn 


其 中 1/2 < < 2/3, fG) = ~e (2r) exp (— (1 + 


log 472/21), 其 中 由 tlogt =n — 1/2 决定 。 应 用 求 和 公 


RE JO) 一 ee 可 见 
Co) Saar ~ [T PE 
x tet + log #)22/28)de, 
注意 到 | eo"dr 一 Vx/ ( 见 mxrenrombu 641), i 
Yn ~ P Oa A /V+ logt)/2r 
. 136. 
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~ eL log 72). (17) 
此 式 尚 可 进一步 变换 成 右边 显 含 # 的 形式 .为 此 先 在 两 
边 取 对 数 得 
log Y, ~ (n — 2) logt + C: — 1) — Clog t)/2. 
右边 等 于 (a — 1/2) logt — tlogt + C(t — 1) = (a — 1/2). 
Clog: — 1) + G — 1), At 
Clog Y,)/n ~ logt — 1 + (2 — 1)/(n — 1/2) 
= logt — 1 + (1/log:) + O(1/rlog2). (18) 
今 用 迭代 方法 从 方程 ilog :一 ”一 1/2 HAR r= en), 
为 此 记 * = n — 1/2, 在 loge = x 两 边 取 对 数 ,并 置 log = 
ys WWA y + logy 一 log xz， 或 
y 一 logx — logy, (19) 
当 x 一 2 一 1/2 一 十 oo 时 ,显然 yoo, My y > 1,18 
MES y = logx — logy < logr, W 1<y < loge, 由 此 
logy = OClog logx) 代 人 (19) 式 可 见 
y = logx + O(log log x) 
= logr(1 + O(log logx/logx)), 
两 边 取 对 数 得 | 
logy = loglogx + log (1 + O(log logx/1ogx)) 
= log logx + O(log log x/ log x), 
再 次 代 人 (19) 式 可 见 
y = logx — log logx + O(log log x/ log x) 
= logx(1 — log log r/ log x 
+ O(log log x/( log «)?)), 
复 将 此 式 取 对 数 ,重复 上 述 过 程 即 得 © 
y = log x — log log x + log log x/ log x 
+ (1/2) Clog log x/ log x)? 
+ O(log log */( log x), 
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时 


由 此 
1/y = (1/logx)(1 + O(log logx/logx))-! 
= (1/logx) + O(log logx/( log x)?), 
将 上 两 式 代 入 (18) 式 即 最 终 得 到 
Clog Y,)/n ~ logn — log logn — 1 + log logn/logn 
+ (1/logn) + (1/2) Clog log n/ log 2)? 
+ O(log log n/( log 2)?), (20) 
Y。 渐 近 式 的 另 一 种 求法 力 利 用 生成 水 数 exPCe*—1) = 


2Y,x"/n!, PE an A 
4.2.3. 由 交错 项 组 成 的 和 式 
对 于 由 交错 项 组 成 的 和 式 N 一 D) (一 1)tas(k)，as(%) 


k 
宇 0, 一 般 由 于 正 负 项 之 间 的 抵 销 作 用 , N 常 比 各 项 绝对 值 之 
和 》) a,(k) 要 小 得 多 ， 因 而 其 处 理 往往 比 正 项 和 式 的 情形 
k 


更 为 困难 . 若 分 别 估计 M = DS) (2k) 及 Na 一 D, an(2k 


k k 
+1), 则 由 于 Ni 与 M 常 渐 近 相等 ， 很 难 估计 其 差 N = 
N, 一 Nz 的 渐 近 式 。 因此 , 一 般 的 作法 是 设法 将 六 转换 为 正 
项 和 式 的 情形 ， 例 如 当 es。(&) 为 单调 减 的 情形 , 可 将 和 式 写 
成 Elak) 一 aa(2% + 1)), ENA a) ACH PAK 
时 ,还 可 用 ak) 一 —(d/dxag(x) ema 作为 a2 k) 一 
a,(2k+1) 的 近似 。 在 有 些 场合 ,针对 和 式 的 特点 可 以 作出 
其 它 形式 的 变换 关于 这 些 带 普 适 性 的 方法 ,本 节 不 再 细 述 ， 
读者 可 参阅 de Bruijn [41] 中 的 例子 . 对 于 由 组 合计 数 问题 
引出 的 交错 项 和 式 , 一 般若 能 找到 问题 的 生成 函数 , 则 从 生成 
应 数 出 发 往往 更 为 简便 ,但 很 多 由 交错 项 和 式 表 出 的 组 合计 
数 问题 的 解 ,通常 系 应 用 入 与 出 原理 得 来 ,很 难 找到 相应 的 生 
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成 函数 ,因而 需要 一 种 直接 从 此 种 和 式 引出 渐 近 式 的 方法 .在 
这 方面 ,下 列 不 等 式 ( 见 Feller 1631) 是 一 个 很 有 用 的 工具 . 
定理 C (Bonferroni 不 等 式 ). 设 4 为 x 个 元 的 集合 ， 
P= {ps wes Pm} 为 zm 个 性 质 之 集合 , 记 
P(k)= >) NX), S = >) NZX) 
XCP ,|X\=k XCP,IXI=k 
(Na(X), N>(X) ze 3.4 +), 
kti 
JP - Dv CEL 
k+: 
<( ， \ Space (21) 


注意 到 当 Rt tm 时 , Su, 一 0， 上 式 便 化 作 通 常 的 筛 法 
公式 (3.4.10). 
和 证. 由 (3.4.10) 式 


P(A) = Ola ( d Sis (22) 


因此 
[o-z oha) 5 | 
=|(C 7 se - S, or G )si. 
于 是 为 证 (21) 式 ,只 须 证 明 对 任意 的 * 均 有 
> CD (i)s > 0, 
为 此 注意 (22) 式 ,应 用 与 (3.1.4) 之 证 相仿 的 推理 得 
2 (Oizo 


因此 
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ethno 


证 毕 . 
利用 上 述 不 等 式 ， TA ise AA SES 
出 来 的 和 式 : G) 估计 21) 式 左边 和 式 中 的 一 般 项 ; GD 估 
计 (21) 右 边 所 给 出 的 误差 项 ,由 此 得 出 对 PCA) 的 估计 ;(ii) 
证 明 在 (i) 与 Gi) 两 步 中 引出 的 误差 项 与 P-k) ABH 
估计 式 相 比 可 以 忽略 〈 通 常 可 以 限定 某 些 参数 的 取 值 范围 来 
达到 这 一 旦 的 ). 
下 面 的 推论 给 出 了 在 很 多 情形 中 能 方便 地 定 出 渐 近 值 的 
方法 ( 见 Bender [33]), 
推论 。 AREER fo) 及 有 界 函 数 a) 之 0， 使 得 
r1S,~ {aAa (23) 
对 0 过 7 和 1(n) 一 致 成 立 , 其 中 Wn) 为 随 = 趋 于 无 穷 的 某 
个 函数 , 则 
SOLLOZO (24) 
W0O<k<m(n) 一 致 成 立 ， 这 里 ma) 的 选取 应 满足 条 
件 : Ia) — m(n) Bin TAB. 
证 . 在 (21) 中 取 = Cn) — k, 则 由 (23) 式 可 见 
> a ") Sar ~ D O 
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ti PERIN 
x OD OE Di 
= (Haaa) D V. 
NAD 有 界 , 故 由 。* 的 带 余 项 的 Taylor 展开 式 可 见 
D (EE) ses ~ Hem Yh, 
T OD RELIEF H/k r = GOAR) 
a/t), 注意 到 :一 Ca) — k >n) 一 ma) > 00, 故 
lz) = 001), i 
PACD = HARDA + 01). 

证 毕 . 

例 1 (分 放 问题 )。 将 个 编 了 号 的 球 分 放 到 个 编 了 
号 的 盒 于 中 去 ,使 得 恰 有 个 盒子 是 空 的 , 求 此 种 分 放 方 式 个 
数 aC, n) RUNDI Ca > 00), 

记性 质 pi 为 “第 i 个 盒子 是 空 的 ”(1 之 j < 四。 则 满足 
性 质 bis Ph o Pa 的 分 放 方 式 显然 为 C—O", RAH 
时 攻 个 球 可 以 放 入 除 盒子 joto j 外 的 任 一 盒子 之 中 ， 因 


此 每 个 球 都 有 Co 一 种 放 法 。 于 是 % 一 (，)( — o. 
从 而 
AN .. 
ax(ms a) = 3) (4 (7) @ a 
应 用 Stirling ARI (4.1.9) 式 易 证 当 = ol) 及 mr? = 
olm) 时 ， 
tS, ~ n”(ne "Y, 
因此 由 推论 (23) 可 见 , 若 we-"” AR WEER 
aman) ~ (nt /RI (nema keap (—nemmlt), 


«141 


| SELON TET Try: | 


3 


例 2 (对 子 问题 )。 〈 见 3.4 节 ) 凡 Te) 记 满 足 C) 3s 
it +1 (mod n) 的 0- 排列 x= (x(1), aaa x(n)) 的 个 
数 , 则 


TO Dm/ OG! 
k=0 
此 例 中 
Se = n/n — ("T e 


T(x) =P). 
应 用 Stirling 公式 及 (4.1.9) 式 易 证 当 k< n’, 6 一 1/2 时 ， 
RISk ~ (V 2an e-"n") 24 
X (1 — Rk/2n)" — k/n) 
~ (V 2an errzr)24 
此 即 Kz) = V 2an (n/e)", Mn) = 2, ik 
T(n) = P_(0) ~ 2an (nfe) e? ~ nle™, 


4.3. 生成 函数 方法 


生成 函数 方法 不 仅 有 助 于 寻求 计数 问题 解 的 显 式 ， 而 且 
在 渐 近 计数 方面 也 是 一 个 十 分 有 用 的 工具 ， 从 生成 函数 出 发 
通常 比 直接 从 和 式 出 发 更 易 得 出 解 的 渐 近 式 ， 本 节 将 分 三 小 
HAM IC EMBASE. LAER ABR base 
的 情形 。 生成 通 数 方法 涉及 到 复 变 函数 论 中 的 有 关 结 果 , 限 
于 篇 幅 , 我 们 将 直接 引述 这 些 结果 本 身 而 不 作 任 何 证 明 ， 


4.3.1. 生成 函数 有 奇 性 的 情形 
我 们 区 分 两 种 不 同类 型 的 奇 点 : ”代数 青 点 与 非 代 数 奇 
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点 . 若 生成 函数 f(x) 一 3an” BAK a, 在 其 邻近 f(z) 可 
写成 g(x)/(1 一 z/o)” 的 形式 ,其 中 g(x) 在 4 的 邻近 解析 
HFT, o 为 正 实数 , 则 称 c 为 Kw) 的 2 级 代数 奇 点 ， 在 
f(z) RARRA AN, 运用 下 面 的 Darboux 定理 〈 见 Szegö 
[150]) 在 很 多 场合 可 以 引出 a, 的 渐 近 性 态 ， 


EEA. it fle) = D,a 在 jz| 二 + ARR, 在 
|z| =r 上 仅 有 有 限 个 代数 奇 点 ， 设 它们 中 闻 具 最 高 级 的 


奇 点 分 别 为 oo tts Sms Till 
a, = (n°"/T(w)) 


x 2 RC ar OR” + o(r-*)), (1) 


其 中 To) AMS Bw ge) 为 与 奇 点 ox 相应 的 函数 


gC), DEP 
moet (1 (z/o,))*f(2). (2) 
ar 


#) 1. Bernoulli 数 B, (IL 3.5 节 )， 其 指数 生成 函数 为 
B(x) = YBy2"/n} = z/(e* 一 1) ,分母 er 一 1 的 零点 为 2 
XG =/—1), k= 0, +1, +2,- 11% z 一 0 非 B(z) 
MAAK Ble) 在 lel <2 中 解析 ,在 jz| = 22 上 有 两 
个 一 次 极点 z 一 上 2mi, w 一 1， 应 用 定理 A, 此 时 

gle) 一 im (2/Ce* — 1))(1 — 2/2m) 


ibe) (:/ie) aa 


同样 g(a) 一 一 1, 注意 到 T(1) =1, RB 
B,/n) = (—1/(2xi)") 
+ (~1/(~2xi)") + 0(Qz)~*) 
= (=1/2ri) AA + (—1)") + 0((2x)~”), 
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当 w = 2m 时 便 得 

Bay ~ (—1)""(2m)1/(22)™, (3) 
M an = 2m+1 时 ,由 于 正 负 项 相 消 ,我 们 只 能 得 出 Bo 一 
o((2m + 1)!/(ay""), SEI Boni 一 0。 由 此 例 
可 见 (1) 式 仅 当 和 式 中 各 主要 项 互 不 相 消 时 才 给 出 as。 之 渐 
HA. 

A2 由 ”个 编 了 号 的 zx1，"…*， te 构成 的 图 G, 
若 过 每 一 点 r QA r 条 边 ,由 r 次 正则 图 . 以 G(x, r) 
记 此 种 图 的 个 数 。 BA 0 次 正则 图 由 = 个 孤立 点 组 成 ， 从 而 
Gia, 0) 一 1， 而 每 个 1 次 正则 图 相应 于 ”个 点 的 两 两 配 
对 的 一 种 方式 。 例如 4 一 4 时 ,4 个 点 共有 3 种 配对 方式 
{1,2}, {3,4}; {1,3}, {2, 4}; {1,4}, {12,3}, K GG, 
1) = 3, 一 般 易 证 G2Qm+1,1) =0, Gm, 1) = 

2m ; ear 
(x on fm = (2m)1/Q"m!), 对 于 GG, 2) = 
2a， 则 需 作 较 细 的 讨论 , 在 Comtet [51] 中 从 求 出 其 递 推 式 
和信 手 导出 了 它 的 指数 生成 函数 为 


1) 一 > ozrjrl 
= (1 一 z)-exp( 一 (z2 + 22)/4), 
此 级 数 在 |e] <1 中 收敛, 在 jz| 一 1 上 有 一 代数 奇 点 
wu 一 1,o 一 1/2, 相应 的 
g(a) 一 limy] — z f(z) 
= exp( 一 (22 + 22)/4) m = eM, 
故 由 定理 A, 注 意 到 T(1/2) =V = ,可 得 


G(n,2) ~ nye (nr) 
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pate 


再 应 用 Stirling 公式 可 见 . 
G(n, 2) ~ W 2 eae)”, (4) 
例 3， Fibonacci (CW, 2.1 4), Fai Fo 一 Fi=1, Fpa 
Fiat + F,。 其 生成 函数 F(z) = >) Fue SF 


Fi) =A—-—z- 2*)7), 
分 母 有 根 四 一 (V5 一 1)/2 及 四 一 一 (V5 +1)/2, lo 
< jal. BETE F(z) 在 Iz] = (Pi BOB z= 
ay, if gla) R lim (1 z/a) F(z) = ti 一 a, / oa ) 一 
一 wm/ V5 ,注意 到 oi! = —m, 故 由 定理 A 
Fs ~ (—o)" /V5 
一 ((V5 + D/D” 5. (5) 

将 上 述 推导 方式 加 以 推广 , 便 可 导出 当 计数 问题 解 a W 

足 arm 一 5 Ch n-thks 其 中 Cy, 12 为 常数 时 a, 的 渐 近 式 . 
k=0 

但 当 cx cla) 52 有关, 或 必 随 ”一 起 趋 于 无 穷 时 , 情形 
比较 复杂 ,是 一 个 有 待 深入 的 课题 ， 

例 4. BZA Stirling BH S(n, k) (2.4 Fi), BHF 
常生 成 函数 为 

G, (2) ra > S(n, k)a" 
= zt/((1 — 2)(1 — 22) (1 — kz)), 
EH LS LAE A SHAE a= 1/k, o = 一 1, 相应 的 g(a) 
等 于 
Jim (1 — ke) Gi(2) =1/kt, 
故 由 定理 A 
S(n, K) ~ kK /ki. (6) 
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此 式 也 可 直接 从 SG, k) 的 表示 式 (2.3.11) 得 出 。 在 
Jordan [91] 中 ,从 S(n 十 kz) 的 另 一 种 和 式 出 发 证 得 

SCn +h, n) ~ n/(k12*), (7) 

但 上 述 两 个 渐 近 式 (6) 与 (7) 中 ASHE, 4 kM BE 

穷 时 , 详细 的 讨论 可 见 Moser and Wyman [113], 这 里 顺便 

提 及 第 一 类 Stirling 数 s(n, R) 的 渐 近 式 。 Jordan 首先 证 明 


4 RAE ce 
lsCx,R)| ~ Ca — 1)! (loga + Rk—1)!, (8) 


其 中 7 为 Ealer BRM. BFI<k<o HHA BE, 
详细 讨论 可 见 Moser and Wyman [114], 


例 5, 不 定 方程 2 ax; Nn, 其 中 gcd( ai, ner) an) 一 


1, 的 非 负 解 个 数 Na EA N。 的 生成 函数 为 ( 见 例 (2.2.4)) 
N(z) == >) Nazr 一 ((1 一 sa)(1 一 za) (1 — atm), 


KAR =l, w 一 m, Bits gla) = Car tam), K 
Ns ~ (nT Cm) ) Cay" eam) 
= n(m — DW) tay + am. (9) 
对 于 非 代数 奇 点 情形 ， 由 于 情形 比较 复杂 ， 迁 今 结果 不 
多 ,我 们 只 给 出 下 面 的 定理 
TRB. 设 *。 的 寻常 生成 函数 1(z) 一 Lage" 为 
f(z) = [| a — 2"), 


mrt 
其 中 4 St, 4, >0, % 
Sy bm ~ Kx*(logx)’ (a > 0), (10) 
mex 
则 
log an ~ cn*l logn) +d, 
其 中 常数 
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C =m u'(Kulu + D) Cu + 2)blu + 1), 
rU) AM SBA, Cu) 为 采 他 函数 . 

此 外 ,条 件 5 之 1 也 可 以 用 下 面 两 个 条 件 取代 之 : @ 
若 bn 关 0, 则 bn S 1s Gi) 所 有 充分 大 的 整数 = 都 可 以 表 


示 成 使 bm 0 HE m ZAC ete 
Al 6 ( 数 的 分 划 问 题 )， is X ,每 一 种 形 如 


n= y, tyt ete H Yms 


其 中 Vn = Ym >l, m>l, 称 为 # 的 一 个 分 划 .… 


n 的 全 部 分 划 个 数 记 作 p(n)， 例 如 4 二 3 十 1 二 2 十 2 二 
2 十 1 十 1 二 1 十 1 十 1 十 1, 故 p(4) =5, AW p(n) 等 于 
不 定 方程 
xi tH 2ra + eee t nra = 2, x; 20 
的 解 的 个 数 ,实际 上 此 处 x, 等 于 前 一 方程 的 解 4， … ym 
中 等 于 i 的 个 数 。 由 此 易 见 p(n) 的 生成 函数 等 于 
f(z) = H CL 


此 时 (10) 式 中 的 K 一 1,v = 0, 故 注意 到 5(2) = l/r 
到 /6《 见 命题 (2.5.3)), 即 得 
log p(n) ~ xV 2n/3. (11) 
注意 ,应 用 定理 B 只 得 出 logga) 的 渐 近 值 ， 在 解析 数论 中 
已 证 得 
p(n) ~ (1/(4nv/ 3 ))exp (av 2z13)， 
较 之 p(n) 更 一 般 的 分 划 问 题 力 不 定 方程 
n = ax + gt, +> (a; ES, x; 0) 
的 解 的 个 数 No ERS 为 茶 个 正 整 数 的 有 限 或 无 限 集 ， 当 
S 为 有 限时 见于 例 5。 易 见 N, 的 生成 函数 EN," 等 于 
thes, 


kes 
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当 s 取 作 所 有 素数 的 集合 时 ， 由 著名 的 素数 定理 x(x) ~ 
+/ log +， 故 在 定理 了 B 中 取 K=1, 4-1, v= l, fÆ 
logN, ~ 2nay n/(3logn). (12) 


4.3.2. 生成 函数 无 奇 点 情形 
当 生成 函数 不 具有 坷 点 ( 指 有 限 奇 点 ) 亦 即 为 整 函数 时 ， 
最 简单 的 形式 是 f(z) =P, 其 中 P(e) 为 多 项 式 
P(e) = Xat (a, > 0), (13) 
kes 
5 为 某 个 有 限 的 正 整数 集合 : S= {r,s amh 我 们 可 
以 假设 S 中 诸 元 的 最 大 公约 数 等 于 1， 


See ae (14) 
在 gcd{r,s, ++, m} =q>1 HME, 从 代 换 w =z! 
便 化 至 上 述 情形 ， 对 于 此 种 形式 的 整 函数 可 见 Moser and 
Wyman [112], 

EIEC. 设 a, 的 指数 生成 函数 f(z) = Zawr"/n! = 
ew, Heh P(s) 为 多 项 式 (13) ,并 满足 条 件 (14) , 则 


an ~ n} e®/ (r° 2xe(r)), (15) 
其 中 + 由 方程 
Pas (16) 
确定 ,而 
e(r) = Ekart = (rd/dr YPC). (17) 


W7. 考察 4 个 文字 之 对 称 群 (定义 详 见 5.1 节 )。 以 
an(p) 表示 S。 中 满足 of = e 的 置换 个 数 ,其 中 。 为 单位 置 
Hi, PHI. BIE a,(p) 的 指数 生成 函数 为 eh, P(x) 一 
z 十 z?*/p。 由 定理 C 即 见 

alp) ~ nlexplr + 1?/p)/Cr°V 27rCr + pr?) ), (18) 
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其 中 :满足 rp’(r) ar tr? =n, 于 是 P(r? /p) = 
txp((n/p) — (r/p)), 
r” = (n — r)” m nPI — r/n)” 
~ nrexp(—(r/p) 一 (r°/2pn)), 
又 
(r+ prt ~ (ony, 
代入 (18) 式 并 约 exp(—r/p), 应 用 Stirling 公式 即 得 
ies oe eat) cea ch) 
nr/rexp(—r/p — r?/2pn) V2rnp 
~ (n/e) rp exp (r + r?/2pn), 
今 分 两 种 情形 芳 察 : 当 p=2 kf, +r=n r= 
(Vn 十 1 一 1)/2~Vw 一 1/2, 故 
r?/2pn = (n — r)/2pn 
= 1/2p — r/2pn ~ 1/2p = 1/4, 


于 是 
exp(r 十 r?/2pn) ~ eV 7, 

因此 

an(2) ~ (za/e)"02-0exp(Vn — 1/4), (19) 
4 p>2 时 ， rtr/np~ r ~ ne, ie 

aap) ~ (a/c) ep ep (n), (20) 
定理 CHARAN BEE ARK p(z) 为 多 项 式 , 对 于 组 
SUTRA AM SARA. 例如 对 Bell 数 Y, CEMA 
成 函数 为 exp (er 一 1)) 就 不 能 适用 。Hayman 在 [84] 中 将 
定理 适用 的 范围 作 了 扩大 ,他 引入 了 一 类 称 为 “允许 函数 ”的 
整 函数 (下面 记 此 类 函数 为 A), 它 包 含 了 定理 C 中 所 述 的 
函数 .“ 人 允许 函数 ”的 确切 定义 需要 引述 一 些 复 变 函数 论 中 的 
概念 ,在 此 不 再 细 述 。 对 于 组 合计 数 问题 的 解 而 言 ,下 面 的 命 
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BELVA, 它 指出 了 一 类 常见 的 整 函数 属于 “允许 函数 ” 


类. 

命题 1 设 p(x) HAMS MAIO. WES, 
h(x) 为 整 函数 , 则 有 

O Ben” RUBIA AR 4。 对 所 有 充分 大 
Ba 均 为 正 值 , 则 ere BE, CHEB Ce) 具有 形式 (13)， 
(14) 时 ， er(s)E€ X, ) 

(i) 车 pe) 的 最 高 次 项 系数 为 正 , 则 POG € 8. 

(iii) ef, f(z) 8 2) € &. 

Civ) 着 max A| 一 OGG) RR 8 > 0, 则 hz) 


+ f(z) € , RS f(z) 十 pbz)€ 如 ;又 如 当 p(xz) 最 高 
次 项 系数 为 正 时 ，p(1(z))€ &. 
例如 对 Bell HY, 之 生成 函数 exp(e*— 1), HH G) 
crE GE, HH (ii) e*7 —1€6 8, 再 由 Gi) epe — 1) € 
&. 
对 于 允许 函数 类 X, TEDERI. 
EIC, 设 ,的 指数 生成 函数 f(z) 一 Ds,2"/n} € 
LE, W 
an ~ nlfCr)/Cr" N 2zeC)), (21) 
其 中 + >0, (r) 定义 为 
(rd/dr) log f(r) = n, c(r) = (r d/dr)? log f(r), 
当 f(z) =e? 时 ,定理 C 即 化 作 定 理 C. 
fl 8. Bal Be Y,. 它 的 指数 生成 函数 f(z) 一 exP(e 一 
1) 如 前 述 属 于 & , 故 由 定理 C ,注意 到 (7 d/dr) log f(r) = 
rer man, c(r) = (Cr d/dr}log f(r) =n +17) ~ ar, BIL 
Yn ~ ni (2xnr)“exp(e™ — 1)r7*, 


代入 ny =y 200 (n/e)", 并 应 用 (4.2.19) 式 的 渐 近 解 , 即 可 
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将 Y。 的 上 述 渐 近 式 化 至 (4.2.20) 式 形式 . 

负 9( 半 群 的 村 等 元 )。 考察 由 集合 1,2, n} 区 
ARR HE Zu 此 种 画 数 可 以 用 记号 4 ~ 
(a) aC) nny ) 来 表示 。 改 每 个 函数 4 对 应 于 1 
2, …，m 的 一 个 可 重复 的 oH, 因此 7l =n. 在 
3。 中 引入 乘法 运算 :(2ep)(CA) 一 uk), 则 显然 (Xop)oa 
一 1e(wec)， 亦 即 * 运 算 可 以 结合 ,因此 Ta KTA H 
RYE UT, HRS, FRSA 


WE 2o4 一 4 的 元 . 例如 当 "一 1 时 , ,一 人 (，)}, 此 
唯一 的 元 显 为 肾 等 元 , MU Maer, 7. 


1 2 12 1 2 

G 小 G z)? ie 路 G JP ai € 1) 8 
NRF, U= 3, 同样 U, = 10 等 。 可 以 证 明 U, 之 指 
数 生成 函数 为 1{(z) = DU, 2" y/n, = 1 tz + (3/2))2 十 
(10/312? + +++ =exp(ze*) HAE 1, fe) RMA 
FC’ ,注意 (z d/dz) log f(z) = Cz + 2*)e*, (z d/dz)’ log f(z) 
m (z + 32 + 23) e*, AUG re == n/(1 +r), exP(re’) = 
exp(n/(1 + 7)) 及 


=a a 
mae (iat ies) exp(n/(1 + r), (22) 


其 中 ”为 方程 G+ Pe =n 之 正解 . 

由 于 生成 函数 有 各 种 类 型 ， 上 述 酚 种 类 型 的 定理 远 不 能 
穷尽 应 用 中 遇见 的 各 种 情形 。 在 一 般 情形 , 我 们 仍 须 借 助 于 
复 变 函数 论 方法 。 设 生成 函数 f(z) = Dae” Æ lel] < > 中 
解析 ,由 Cauchy 积分 公式 知 有 
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Pe $ (2)/2"*'de, 


其 中 闭路 C 位 于 |z| <r th. 选取 适当 的 积分 路 线 ,使 得 在 
其 上 某 点 邻近 的 积分 给 出 全 部 积分 的 主要 部 分 ， 然 后 在 该 点 
邻近 将 fe) 代 之 以 更 简单 的 形式 , 便 可 得 出 a 的 渐 近 式 . 
这 种 方法 是 渐 近 分 析 中 比较 适用 的 方法 ， 但 运用 时 要 求 有 相 
当 熟 练 的 数学 技巧 。 为 完整 起 见 , 下 面 给 出 此 种 称 为 Laplace 
方法 的 应 用 一 例 ,更 一 般 的 介绍 可 见 d Bruijn [411. 
ED. ik hx1,*…*,*,) 在 包含 原点 在 内 的 某 个 有 界 
RIRO 内 连续 ,在 x 一 0 处 达到 绝对 最 大 值 4(0,.…, 0) 一 


0, 而 在 x 一 … 一 x, = 0 的 邻 i A(x, ,xs) 有 Taylor 
r . 


ACn, 8 Ly tn) = (—1/2) >) Aj 5X {Xj 
fel 


+0(3) 8) (oa), (23) 


i=1 
其 中 ai (Oh /Ox;Ox;) e=05 二 次 形 2 GjjX {Xj 对 称 正定 ， 


则 
|: . [eP Ghas see, Xn) dx edr, 


~ O/M D)Or/N (>), (24) 
其 中 D = det(a;;). 
我 们 以 一 维 情形 为 例 , 简略 说 明 该 定理 的 基本 思想 。 为 
此 记 1 = (—b, b), I = (—e, £). 于 是 
| edx = | ethdx + | ehdx, 


由 设 在 IM. 中 h(x) 二 一 c <0, M4 :一 co 时 , IAI 部 
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分 的 积分 可 以 忽略 ,而 在 1, 中 , 因 h(x) 一 一 ax?/2 + ole), 


| edr ~ Is: ed, ~ ks edy 一 /In/ at, 
#110. 设 *, ”为 正 整 数 , 求 当 * 固定 ,wn 一 co 时 
ss 7) = DD (Z) (25) 
的 渐 近 值 。 
易 见 S(s,n) 等 于 乘积 
(一 1)"(1 + DPU + z)” 
C2)" (l= Certz)” 
展开 式 中 cist …z! 的 系数 ,其 中 + 一 :一 1. ASU) 一 
0， 故 下 面 假设 s >2,r>1, 引用 Cauchy AX, 
SO #150) = (= Drax [ef 
+) + zA 
— (ertz) N (2j'd2,) +++ (er tde,)» 
积分 路 径 可 以 取 作 单 位 圆 lz) =lal=--- = lz] 一 1 
作 变 量 代 换 zi 一 exp(2;pi) 得 
Sr #1, 2) = PMD gH? | 人 


~x/2 
X (cos gl + cos pıt 
+ pr)) "dp dp, (26) 
Sid 
G(q1, ***, P) = cospi: ++ cosp, sin (pi + ++: + p), 
注意 到 G? 为 变量 的 偶 函 数 , 故 


S(r + 1, n) =e IE) T2 


x |---| G(qi..°°° 20) "dpi: dQ,» (27) 
R 
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Bho {—z/2< p; < x/2, i= 1, rnfo 十 …: 
+p,>0}, FRIA ORARE G” 一 0， 而 在 2 的 内 部 
G” 可 取 正 值 , 故 G” 的 最 大 值 必 在 8 内 部 达到 ， 在 该 点 必 
有 96G/69; 一 0 人 一 1 7r)。 今 
ƏG/ðp; = (— tgp; 十 ctg(p +--+ + p,))G, (28) 
故 在 极 值 点 处 tgp = tgp =: = tgp, 因 p; E (—2/2, 
z/2), KR m= =p, =a (a E). 进而 ctg re = tga, 
Boat ram r/2 + kr, k ABR. MEZ a= vr/2s, v 为 
奇 整数 . 因 lal<x/2,% lol <s. 在 点 (c,.……，,c) 处 
G(e，….，a) = (cosa) sin ra 
= (cosa) sin (æ/2 + kn — a) 
= + (cosa), 
在 诸 极 值 点 a= vr/2s 中 ,最 大 值 max|G] HRE» = +1 
两 点 , 因 我 们 只 限于 p t-e 十 gr 之 0 部 分 ; 故 达 最 大 值 之 
Hoa=s/2n, 记 8 一 */2m, 在 (Ap8) 之 邻近 
Glgi, +**, Pr) = GCB, +++, B)EXPACE 
十 X1， ‘6 十 x,)， 
其 中 
ACB + ris 00+, B Hx) = log GP, ***, Pr) 
一 log GC, ++, 2). 
因 G 有 各 阶 连 续 偏 导数 , 在 rm ex, m0 处 h(p 十 
to tt, Etx) 取 最 大 值 4 一 0， 改 在 * 一 0 邻近 4 形 
如 (23) 式 ,其 中 的 
dj = (6?/0;0@;) log G | p=-=p,=0> 
由 (28) 式 
(0/09i09;) log G 一 0/09(tg qi 
— ceglp, + e + py) 
= 5,;(cosgj)? + (sin (pi + vee + p)”, 
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AZ m=: =o, = Be, sin Cp 十 … 士 9) 一 
sin (rx/2s) = cos(x/2s), $ 
aii = (O; + 1) cos7(x/2s), 
由 此 
>; ajri = (x2 + +++ + x) 
niet 
+ (a, 十 … + r) cos 8 
为 一 正定 二 次 形 ， 又 用 归纳 法 易 证 
det(1 + Oi ext 一 /十 ] 一 S, 
故 D = det(4;;) = scos p, AL HEHE DA 
SCs n) = 2?n0+Drrr2 f : f G"dq,---dg, 


0 
As PHD E2 GCB, e BB) 


% [ -Vexp(2na(e +r tt, B+ rdx dr, 
o’ 
~ PADEC cos x/2s) "(2r)" 


X (scos~*(2/25))72(2n) 7”, 

其 中 9 A (8, - ++, 8) 的 某 个 邻 域 。 于 是 最 终 得 出 

S(s, n) ~ (2cos (/25))?° 45-1225 (age) V212 

(n > ©), (29) 
作为 此 式 的 验证 , 取 * 一 3 即 得 
S(3, n) ~ 3°"? (Qan)™, 

而 由 Dixo KC 见 (3.5.6) 式 ), SG, n) = C3n)1/(n1)?, 应 
用 Stirling 公式 便 见 SCG, n) SIERRA ER. 


4.3.3. 生成 函数 以 隐 函 数 形式 给 出 的 情形 


在 图 论 计 数 问题 中 ， 生 成 函数 w 一 f(z) HO Baw g 
Fz, w) 一 0 的 形式 给 出 , 从 这 种 函数 方程 出 发 来 推 求 1(z) 
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的 展开 式 中 系数 s。 之 渐 近 式 一 般 相当 困难 ， 左 一 些 简单 情 
形 ,可 从 F(z, w) 一 0 中 解 出 w =f), 例如 2.2 节 中 二 元 
树 之 计数 问题 . 在 另 一 种 特殊 人 情形; F(z, w) 一 z 一 
w/w) ISB z = w/e), 此 时 若 p(w) 在 原点 邻近 解析 
E w(0) =0, 则 由 Lagrange 反 函 数 展开 定理 (如 见 DrxreH- 
rombu, [64]) 可 得 出 f(z) 的 震级 数 展开 式 如 下 : 
f(z) 一 Dia,2”, 
a, = ((d/dw)""'p(w)")=0/" 1. (30) 

由 此 便 可 进而 定 出 “。 的 渐 近 式 。 

例 11《 有 编号 树 之 计数 ).、 以 i。 表 示 由 ?个 有 编号 顶 
点 构成 的 树 (简称 为 pz 阶 有 编号 树 ) 的 个 数 。 有 如 图 所 示 A= 
1h=1,4=-3,%=16, 图 中 数 1 表示 该 图 形 的 各 种 不 
等 价 编号 方式 的 个 数 . 《两 种 编号 方式 L 与 La 若 存 在 顶 
点 的 一 一 对 应 ,使 得 相 邻 的 点 对 应 于 相 邻 的 点 , 且 对 应 的 点 编 
号 相同 , 则 称 5 Ly 等 价 ,例如 图 2 所 示 的 两 种 编号 方式 
BUSY.) 

图 1 所 示 的 树 又 称 “ 自 由 树 ? 或 “无 根 树 ?， 若 取 此 种 树 中 
某 一 点 为 “ 根 点 ” ， 以 区 别 于 其 它 点 时 ， 相 应 的 图 称 作 “ 有 根 


3 1 
2 2 
© 
p=! 3 4 4 
/一 1 1 3 12 + 1 3 
Bl. ” 阶 有 编号 奎 的 个 数 图 2。 两 种 等 价 的 编号 方式 
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树 ”. 例如 与 图 1 相应 的 有 根 有 编号 树 的 个 数 如 图 3 所 示 ( 根 
点 用 表示 )。 每 种 图 形 下 面 的 i 仍 表示 不 等 价 的 编号 方式 
个 数 . 《有 根 榨 编号 方式 的 等 价 性 定义 与 前 相仿 ,只 须 加 上 条 
件 : 根 点 与 根 点 相对 应 .) 若 以 y 表示 ? 阶 有 根 有 编号 树 的 
个 数 , 则 显然 i, = pz。， 此 因 无 根 树 中 每 一 点 均 可 选 作 根 点 . 
ot, 的 指数 生成 函数 为 
w = Dtp2?/p!, 
Pólya. 证 得 《 见 Harary and Palmer [79]), M#HERRMAB 


od viv ty 
a So ee 


?一 1 2 


1 2 
图 3。 p 阶 有 根 有 编号 树 的 个 数 
w = ze” W z= we”, TEH Lagrange 公式 (30) 得 
w = >; ap2?, 
p 


ap = ((d/dw)?"(e?”) ) yxo/p! = p/p. 


因此 t =p? , AT 
fy = p??, Cen 


此 式 本 身 即 可 为 渐 近 式 . 

AMES ME, BAAR F(z, w) 一 0 解 出 
w == f(z) 是 十 分 困难 的 ,我 们 只 能 由 分 析 学 中 的 隐 函 数 定理 
确信 在 某 种 条 件 下 此 种 解 的 存在 性 . 为 了 从 F(z, 0) =0 
出 发 求 出 f@) 的 展开 式 中 系数 a, WAER, 我 们 注意 到 
a, 的 渐 近 式 常 由 f(z) 的 奇 点 性 质 决定 ， 而 由 隐 范 数 定理 ， 
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iz) 的 奇 点 又 常 由 OF/ôw 一 0 的 点 《z, w) 决定 ,因而 我 
们 可 以 尝试 从 分 析 OF/Ow 一 0 人 手 来 求 得 «a, WAEA. 
下 面 的 定理 见 Harary and Palmer [79], 

ERE. 若 生成 函数 w 一 fle) = >) az lel < 


n=0 


leo] = xo 中 解析 , 而 z。 为 收敛 圆 上 的 唯一 奇 点 ， 在 该 点 级 
数 收敛 wo 一 2 了 aaz5。 又 wv 满足 方程 F(x, mw) =0, 并 设 
G) F(z, %)=0; Gi) (F/Ow)isw0=0, (OF /Ow rw) 
x 0, 则 w 一 f(z) 在 x 邻近 可 展 成 


f(z) = f(z0) 十 之 ， bC zo = a), 


而 当 4, 360 时 ， 

a, ~ (—b,/24/ = Jeg en, (32) 
Æ b = 0, (A 6,220 则 

a, ~ (3bs/44/ xy tn, (33) 


例 12 (无 编号 有 根 树 的 计数 )， 以 Te 表示 绢 险 有 根 的 
无 编号 树 个 数 . 由 图 3 可 见 , 7, 一刀 一 1 7; = 2, T= 4, 
因此 时 图 3 中 每 一 种 图 形 的 ! 种 编号 方式 均 相应 于 一 个 无 编 
号 树 。 Harary and Palmer 在 [79] 中 证 得 , 7。 的 生成 函数 


T(z) = ST,2? 满足 函数 方程 
TiS wile) GD/ 对， (34) 


k=1 
故 若 记 w= T(z), W 
F(z, w) =z {exe( w + 5 TC/k)} —w, (35) 
k=2 
Harary and Palmer 在 [79] 中 还 证 得 寡 级 数 了 (zs) = DIT pz? 在 
lel<n Ale HH n > 1/4, E T@) 一 1， 对 (35) 式 关 
于 w 求 导 可 得 
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OF/Ow = F(z, w) + w— l1, (36) 
改 Fiz, w) 一 0， 其 中 zo =n, Wo TW) 一 1 对 (367) 
AAT v ERREG 
(F/Ow (4.0, > 1 = 0, 
HOE RREME TEH 
T(z) =1 + bCa — 2)? + b(a — 2) 
+ blg — 2)? +e, 
则 由 (32) 式 
T, ~ (—6,/2 af x Jyt pm, 
Otter 证 得 
0L2/2AWm 一 0.4399237. ++: 
从 而 
T, ~ 0.43992377 #72, 
应 用 相仿 的 推理 ,由 (33) 式 可 以 得 出 无 根 无 编号 的 8 阶 树 个 
KT, 为 
T, ~ 0.5349485n ?p72. 
定理 E 要 求 我 们 对 v 一 f(z) 一 Dae" 的 性 质 有 足够 多 
的 了 解 , 下面 的 定理 (JL Bender [33]) 则 减弱 了 这 方面 的 要 
EHF. ikw 一 f(z) 一 24sz" 具 非 负 系数 ,满足 FO, 
w) 一 0, 又 设 存在 实数 ， >0 及 > wm, 使 得 | 
O 对 于 某 个 8 > 0, F, w) Æ |z] <r +8, jz < 
“十 5 中 解析 ; (ii FG, r) 一 Four) 一 0 Gil) F.C, 
s), For, s) 不 等 于 零 ; Gv) lel <r, lol <s RE 
F(z, w) = Foz, w) =0, H] z =r, w =s, 则 
an ~ (FLS (2a Finn) rT g, (37) 
其 中 FL 及 Fe fe emer wm s UE. 
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上 述 条 件 (iy》 因 较 难 验证 , 可 用 下 面 一 组 条 件 来 代 
By 

(iv) 对 充分 大 的 n, a, > 0; (VY FEAR ol, w), 
CE ]z| 二 + 十 6 及 lw]|<s +8 中 解析 , 且 Q 存在 其 
个 <>0, 使 得 凡 Fle, AUG, w) 一 0, BA ol, 
w)=C; (b) gq APR Taylor 级 数 有 非 负 系 数 ; 
(c) 若 9 与 w 无 关 , 则 上 述 的 Taylor 级 数 中 实际 出 现 的 的 
诸 需 次 间 最 大 公 因 数 为 1. 

$l 13 (HEARE). 给 出 SC{3,，4,，5，6，7……}. 
考察 将 一 个 凸 4 边 形 用 互 不 相交 的 对 角 线 将 之 剖 分 的 各 种 
方式 个 数 4,《(S)， 这 里 要 求 剖 分 后 得 到 的 多 个 多 边 形 之 边 数 
属于 S. 4 S= {3} Ff, @,(S) BI Cantalan 数 5,-2《 见 
(2.2.10) 式 )。 例 如 对 ”一 4, 由 图 4 见 办 一 儿 一 2， 在 一 般 
情形 , 约 记 da(S) = 4,(S) = 0, a(S) 一 1, 则 可 以 证 明 @,(S) 


的 寻常 生成 函数 D(z, 5) = D ae 满足 方程 


D(z, S)/z =z + >) (DG, S)/z)*", (38) 
RES 
设 诸 数 {多 一 21ke 5S} 的 最 大 公 因 数 为 C, HIE n 一 2 非 
C 的 倍数 , 则 4,(5) = 0, 而 当 ”一 2 HC 的 倍数 时 , 则 对 充 
分 大 的 mn。 d (S) > 0。 今 首先 考察 C= 1 的 简单 情形 。 为 
应 用 定理 F, 置 w(z) = D(z, 5)/z, 于 是 


图 4。 本 四 边 形 齐 分 成 三 角形 
*，160。 
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F(z, w)=2—-w +>, wr, G39) 


RES 
显然 了 在 lw| <1 HTX 
F, =—1 + J, Q Dow, (40) 


kes 
易 见 FL 一 0 有 唯一 的 正解 w =s <l, 将 * 代入 (38) 即 可 
定 出 ger, 于 是 定理 中 的 条 件 (i) 与 G) 满足 ;由 F 的 
ERGO) HBA GD 满足 ;又 由 C 一 1 知 Gv)’ 满足. 
而 条 件 OY 中 的 eC, w) 可 取 作 (40) 式 中 的 和 式 0 


L)wk?, ieit OY 中 诸 条 件 显 然 满足 , 故 由 定理 F， 
B(S) = apa ~ (1/2zP es ) nr, 


其 中 
Fea >) ko Ka 2)st-3, 


kes 


7 一 5 一 > ， gk, 


KES 

/为 > (k — 1)w*-? = 1 之 唯一 正 根 ， 

当 fk —2|kES} 之 最 大 公约 数 C > 1 时 ,可 作 代 换 
Y 一 zc, 并 取 w = DG, S)/2 经 相仿 的 推理 即 可 得 在 此 一 
般 情 形 

d,(S) ~ CO2 Fu) nr, 

今 考察 两 个 极端 情形 : © 当 只 允许 阐 分 成 三 角形 时 ， 
$s 二 {3},C 一 1, 而 F=z—wt+tu, 由 此 易 见 s = 1/2, 
r = 1/4, Fur = 2, 故 

ds ~ Can yar, (41) 
此 与 精确 公式 
2P 一 个 


人 
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相符 (比较 (4.2.7) 式 )。 
Gi) S= (3,4, 5,，…}， 即 剖 分 后 的 多 边 形 边 数 不 限 ， 


Ih int Cm1,Fez—wt di wag w+ wA — 
k=2 


w). BEREH s=(2—V 2)/2, r=3— 42, F= 
4W 2 ,从 而 
d, ~ (BV 2 —4)/nn)? 3 + 2/2/40, 
Bender 在 [33] 中 还 给 出 了 定理 F 在 有 根 及 无 根 无 编号 二 
元 树 之 计数 问题 的 应 用 例子 ,限于 篇 幅 ,此 处 不 再 引述 了 。 


4.4. 渐 近 式 的 直接 推导 例 : 拉丁 矩阵 的 计数 


在 上 两 节 中 我 们 给 出 了 当 计 数 问题 的 解 以 和 式 或 生成 函 


- 数 形式 表 出 时 , 渐 近 式 的 推导 方法 ,但 由 于 组 合计 数 问题 的 多 


时 


样 性 和 复杂 性 ,有 许多 计数 问题 ,迄今 仍 得 
BY. 在 这 些 场 合 ,我 们 便 需 要 从 问题 的 要 
的 渐 近 式 。 关 于 渐 近 式 的 直接 推 求 方法 ,由 3 ， 
当 无 一 般 模 式 可 循 ,无 非 是 估计 解 的 上 下 限 ,并 证 明 其 差 为 高 
阶 小 量 。 本 节 将 以 拉丁 矩阵 的 渐 近 计数 为 例 作 为 直接 推导 浙 
近 式 的 一 个 说 明 性 例子 . 
所 谓 & 行 > 列 CR x w) 的 拉丁 矩阵 系 指 数字 1 至 ”组 
1) 这 里 ， 要 严格 地 说 明 什么 样 的 表示 式 可 称 得 上 是 < 明显 表示 式 ” 是 很 困难 


的 .例如 以 数论 中 的 x(x) 为 例 ，x(x) 表示 不 超过 x 的 素数 个 数 ,由 定 
AG x(x) 一 pate 其 中 和 式 遍及 不 超过 x* 的 所 有 素数 p。 若 引 


用 一 些 数论 函数 ， 还 可 写 出 n(x) 的 更 精细 的 表示 式 ， 尽管 如 此 ,我 们 并 
不 认为 这 些 表示 式 是 “明显 表示 式 ?>。 因 在 我 们 看 来 , 像 x(*x) = 2! 一 
类 的 表示 式 只 不 过 是 将 x(x) 用 文字 语言 叙述 的 定义 改 用 符号 语言 写 出 
来 而 已 


到 它 的 明显 表示 
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成 的 阵 ， 其 中 每 行 每 列 都 元 重复 的 元 ,， 亦 区 每 行为 01,2, 
eee nS 的 一 个 2 排列 ,每 列 为 {1, 2, --+, a} 的 一 个 *- 排 
Al kX nm 的 拉丁 矩阵 的 个 数 记 作 LR n). 关于 LE, 2) 
的 明显 表示 式 ,迄今 只 解决 也 3 的 情形 ，Light Æ [102] 
中 提出 了 计算 LO, n) 的 一 种 方法 。 由 于 Lt, a) 一 般 表 
式 难于 求 出 ,人 们 便 尝 试 直接 推 求 L(%, n) 的 渐 近 式 。 Erdas 
and Kaplamsky 在 [58] 中 得 到 了 第 一 个 重要 结果 , 证 得 : A 
k< (loga), 则 


LD) 


他 们 并 猜测 这 一 渐 近 式 的 有 效 性 可 扩充 到 < ol" 的 情 
形 。 其 后 , 1951 年 ，Yamamoto 证 明了 这 一 猜测 (AL Ryser 
[139]). 下 面 我 们 着 手 证 明 Erdés and Kaplansky 的 结果 (1) 
假设 工 为 任意 给 FE KIA k fF n PU RO RET He: L= 
Cai, DJen 我 们 考察 在 工 中 添加 第 《十 工行 > 使 之 成 为 
(kf 十 1) Xn 拉丁 阵 的 不 同方 式 个 数 N。 首 先 ， 第 4 十 工行 
须 从 nt 个 排列 构成 的 集合 > 入 中 选取 . 为 了 求 得 > ; 中 可 


选 为 第 十 1 行 的 排列 个 数 ,我 们 应 用 入 与 出 原理 如 下 : 一 
个 排列 GRA 


oj) = aCi, j), (2) 
其 中 1 万 i <k, 则 称 o 其 有 性 质 Pi;。 显然 不 具有 任 一 性 质 
的 排列 都 可 选 为 第 & 十 1 FF. 于 是 由 定理 (3.4.A)， 
N = PCO) = >) (-195, 
其 中 S, 为 至 少 满足 7 个 形 如 (2) 式 的 排列 个 数 . 今 从 阵 工 的 
不 同 列 中 任 取 r 个 互 异 的 数 
ali, is ain, id» RA AS alis, i), G) 
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其 中 1<i,<ks hope eZ jn BR, 满足 op) = 
aini) (p= 1, +15 r) 的 排列 个 数 有 (x 一 r)! 个 ,因此 
着 形 如 (3) 的 数组 有 A 个, 则 5, 一 (nr) ey 即 
ve SCD —14, (4) 
对 于 数 4 本 身 我 们 再 次 使 用 入 与 出 原理 。 形 如 (3) 但 不 要 
R alip i) 间 互 异 的 数组 共有 (“”) 个 ,此 因 庆 二 <… 
<i 有 (") 种 取 法 ,而 每 个 m 有 种 取 法 ， 因 此 , 若 
alip i) = aes in) (P<), (5) 
时 称 数组 (3) 具有 性 质 Pr 则 4, 即 为 此 种 性质 集合 下 的 
P-(0), 故 
A, = 5 (—1)B,(r), (6) 


其 中 Br) 为 至 少 满足 * 个 形 如 (5) 式 的 数组 G). 特别 


Bor) 即 为 形 如 (3) G<- <i) 的 数组 个 数 ， 故 由 上 述 
eae 的 (7) 


对 于 B,(+), 即 至 少 对 于 一 对 p 二 9，(5) 式 成 立 的 数组 (3) 之 
个 数 ， 可 讨论 如 下 : 首先 注意 到 若 alas; = a(ig, Ía)» 则 


ip hay B Gni) E (T AHR, Gy, ig) BEBM 
alios ip) = aCigs ig) 一 «有 种 取 法 .又 (3) 中 利 下 的 + 一 2 
个 元 计 有 (” 一 ，) ”种 取 法 ,因此 


noma) Ie 


r 
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对 于 Br), 即 至 少 满足 两 个 形 如 (5) 式 的 数组 (3) 个 
数 , 则 需 作 更 细致 的 讨论 ， 试 比较 a=b, < 一 4 t a=b, 
4 一 “， 每 组 都 由 两 个 等 式 组 成 ， 但 前 着 涉及 到 四 个 元 4, b 
c, d, 后 者 只 涉及 到 三 个 元 a, b,c<， 在 前 一 情形 所 述 的 二 个 
等 式 水 及 到 分 布 在 四 个 不 同 列 中 的 元 ,于 是 剩 下 的 元 共有 
(一) -种 取 法 ;在 后 一 情形 ,二 个 等 式 只 涉及 到 三 个 不 
司 列 中 的 元 剩 下 的 元 共有 (” ，) tr 种 取 法 。 一 般 说 来， 
着: 个 形 如 (5) 的 等 式 计 涉 及 到 :个 不 同 列 中 的 元 , 则 剩 下 的 
rm ARRE ("Dec RNR. lb AME LAY A 


KAAR Eu 上 个 元 ,使 得 它们 间 共 成 立 个 此 种 z 
个 元 有 FG, 1) 种 取 法 , 则 


(B= DG OO L E (8) 

这 里 应 注意 + 的 变动 范围 ,在 最 多 时 可 达 1 一 2; (如 4 = b, 

e= d, s= = 25); 在 最 少时 可 能 成 立 ( ) 一 :( 如 4 一 4 

4 一 一 3 人 (，) m3). 故 (9 式 中 和 式 变量 « 变动 于 
s< OE: :之 2 之 间 ， 今 证 

引 理 1. 2 F(s, 1) < nP, (9) 


实际 上 ,》) F(s, 2) 给 出 了 下 述 选取 方式 的 总 数 : ML 
的 * 个 不 同 列 中 选 出 * 个 元 来 ， 使 得 它们 之 间 有 为 数 不 限 的 
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若干 组 形 如 (5) 的 等 式 成 立 ， 为 了 估计 这 种 选取 方式 的 个 数 ， 
我 们 首先 注意 到 这 上 个 元 相互 间 需 要 配对 ， 因 而 至 多 包含 了 
[z/2] 个 不 同 的 整数 (例如 a =b, c 一 4 只 包含 了 二 个 整 


数 )， 由 此 可 见 , 组 成 这 + 个 元 的 不 同 整数 共有 \(”) + (") 
至 


NE n nt’ ` 个 元 一 z 
to (pa) cum MERIR. + 不 元 一 旦 确定 ， 


sim (lca nat. 每 个 等 式 ons een (2) /2 
种 方式 表现 为 阵 工 中 的 一 对 相等 的 元 。 亦 即 * 与。 所 在 行 有 
(Č ) 种 选 法 , 值 一 一 有 4/2 种 选 法 。 任意 选 定 的 : 
个 等 式 不 过 是 这 < 个 等 式 在 阵 工 的 一 种 “ 放 法 >。 因此 
个 元 一 经 确定 ,至 多 有 [(( 2 jz/2) < GRD" 种 * 放 法 ”, 由 此 


MEOR. 
EMA. $ k< (oga), Eh e 为 任意 正 数 , 则 对 
充分 大 的 
|C(Net/nt)— 1| < n~ (10) 
成 立 ,其 中 e 为 仅 与 6 有 关 的 正常 数 . 
证 ， id m=[Clogz)' "1,48 
ee S O a1) 


于 是 由 (4) 及 (6) 式 
Nm > (~17 Ca 7)1 4 


= DC-DG — 14, — Blr) 
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—A(r,m)) + SCG — 1) 1 Bl) 


+>) (一 DC — 1) 4G, m), 


由 Bonferroni 不 等 式 ( 见 (4.2.21) 式 ) 知 
| 4, Si Bor) oe A(r, m)| < B。(r)， 
BRA Bor) 一 (”Jt 可 见 


|N- DD (")a | <Iel+H, (2) 


其 中 

6 = Y (IVG — Nid, m), 

H= Ý) = r) BaO). (13) 
对 于 和 式 6, 由 (8) 及 (11) 式 ， 


em = BG = Dal 
x > CE PD 
-5 (“ID FCs, #) 
Se atta. 
作 变 量 代 换 «mr —t, 


pe A i e/i 


rat 
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= (=D) D (Da 


一 《一 Le 天 一 9)/[z],， 
式 中 6 A e 展开 到 (n — +) 项 后 的 余 项 。 因 而 


ljem < $ D FG DA + orl (14) 


如 前 所 述 ,* 的 变动 范围 不 超出 IV s, 21, Ber < 2s < 2m 
< 2logz。 HEB 
1/[n], < en, (15) 
Bek < cp, (16) 
再 由 (8) 式 即 见 
|G]et/n! < cs >) (R22) /n, 
其 中 c cl 十 c). St< 2m < 2C logn) KARR” 
之 对 数 等 于 O (Plog logn), 而 "2 之 对 数 等 于 O(rlogz)， 
因此 对 于 充分 大 的 ” 
(ai < ns, 
从 而 
|Glet/ny< 2j2ci2 4 < ns, (17) 
其 中 c4 及 cs 均 为 仅 与 & 有 关 的 正常 数 。 
下 面 转 而 考察 (13) 式 所 确定 的 吾 , 由 (8) 式 


TESO, (CT) En 


= 之 F(m, 2) > C Nan 


如 前 所 证 ,后 一 和 式 为 构成 et 的 Taylor 展 式 之 前 x 一 :项 
与 ish 之 积 , 故 


-168 。 


NSn: 


| 


H/n! < et >) FCm, t)/ln]; 
< cet > (21)? /n'?, 


注意 到 此 时 求 和 下 标 * 的 起 始 值 为 Vm > celoga), HM 
(2/2) log n È ce log n), [A log e* = 2k < 2( logan)”, 
故 对 充分 大 的 
EKC RNE / nt? <n, 
从 而 | 
Hek/ny < men < ns 
由 此 式 及 (12),(17) 式 即 证 得 (10) 式 . 
由 定理 A 立即 可 以 推出 
定理 B. WH k< (logn), 5 
L(n, k) ~ (ny te), 
YE. 由 定理 A 可 见 , L(x, i 十 1) 之 值 介 于 LCa, i)n 
x eta) 之 间 ， 令 k— 1, 并 相 乘 即 见 
L(n, k) 之 值 介 于 Carter int ZAE O nt 
~ 1, 即 证 得 本 定理 . 
我 们 曾 在 3.5 节 中 指出 : 将 一 个 《x 的 拉丁 阵 扩 充 成 
(4 十 1) Xn 的 拉丁 阵 的 各 种 方式 个 数 等 于 一 个 Ulna, n 一 
k) 类 (0,1) 和 矩阵 之 常 值 ,由 此 易 见 ,定理 B 可 以 等 价 地 叙述 为 
EB. 若 A€CU(n,n —k),k < Cogn)”, W 
Per( 4) ~ nte7*, (18) 
由 Yamamoto 所 获 的 结果 ， 上 述 定理 的 适用 范围 可 扩大 
H k< a, 为 了 估计 更 大 范围 中 的 LO, k) 值 , 我 们 注 
意 到 由 van der Waerden 猜测 (UL (3.5.7) 式 ) 可 见 , 对 Ae 
U(n, n— k) | 
Per(A) > (1 —k/n)*2}, 
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由 此 将 可 引出 
LCa, k) > (1— 1/n)"(1 


—2/2) (1 k= AV Gaye 
= (Ln li/nt Coty (19) 
TEA O ENGELE 


n” 时 便 不 再 成 立 ), 故我 们 猜测 : 对 更 大 范围 内 的 & 值 将 有 
LCa, k) ~ ([a];/nt)(Cat)*. (20) 
又 由 (3.5.10) 式 可 得 , 若 van der Waerden 猜测 为 真 , 则 


se, S LCa, nY” < (I cap), 
k=1 
应 用 Stirling 公式 易 证 ,上 式 两 边 均 ~ne 了 ?， 由 此 引出 O'Neil 


[121] 中 的 一 个 猜测 : 
(Lln, n)” ~ nen, (21) 
两 个 猜测 (20) 及 (21) 迄 今 均 未 得 到 证 明 . 
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第 五 章 ” 群 论 方法 的 应 用 
5.1. 置换 群 和 等 价 类 


在 分 放 问 题 (将 m 个 球 放 入 + 个 盒子 中 ), 图 论 计数 问题 
等 一 些 组 合计 数 问题 中 ,我 们 常 需 说 明 球 、 盒子 、 图 的 顶点 等 
计数 对 象 是 有 编号 的 ,还 是 无 编号 的 ? 或 者 说 是 有 区 别 的 ,还 
是 无 区 别 的 ? 这 是 两 类 具有 根本 差别 的 计数 问题 。 一 般 来 
说 ,无 编号 的 计数 间 题 比 有 编号 的 计数 问题 要 困难 得 多 ,其 间 
原因 可 用 下 面 的 简单 例子 予以 说 明 . 

Al. 考察 图 1 所 示 的 树 形 图 5， 间 用 两 种 色 和 4 和 B 染 
图 5 的 六 个 顶点 共有 多 少 种 不 同 的 染 法 ? 

情形 (iD. 假 定 5 的 诸 项 点 是 有 编号 的 ， 亦 即 这 六 个 点 可 以 
相互 区 别 ， 此 时 只 要 一 个 点 o 在 两 种 染色 方式 下 染 以 不 同 


% 4 


的 色 ， EE E 故 它 的 求解 极为 简 
单 : 因 每 个 顶点 之 染色 有 2 种 选择 ,而 5 共有 六 个 顶点 , 故 共 
有 2 一 64 种 不 同 的 染色 方式 .由 此 可 见 , 在 求解 时 ,我 们 只 
HAS 有 6 个 顶点 便 已 足够 ， 至 于 这 些 顶点 之 间 是 如 何 连 
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结 的 , 则 不 必 计 和 较 . 

情形 Gi). 无 编号 情形 ， 此 时 图 2 所 示 的 两 种 染色 方法 
便 认为 是 相同 的 (或 者 说 得 更 确切 些 ,是 等 价 的 ) AREA 2 
左边 的 图 形 绕 轴 asas 转动 180° 便 与 右边 的 图 相 重合 ,然而 下 
列 两 种 染色 方式 (aizz a) = (AAAAAA) 45 (AAAABB) 


则 不 论 P 


B B A A 
A A 
A A 
A A B B 


图 2。 两 种 等 价 的 染色 方式 


将 3 作 何 种 运动 总 不 会 相 重 , 故 为 两 种 不 等 价 的 染色 方式 . 因 
而 在 无 编号 情形 ,求解 显得 困难 得 多 ,不 同 的 染色 方式 个 数 与 
图 形 结构 的 “对 称 ” 性 密切 相关 . 为 了 仔细 研究 这 类 情形 ,我 
们 需要 引入 置换 群 的 若干 最 基本 的 概念 . 

设 S= {an -++, 4} 为 一 有 限 集合 , S 与 自身 间 的 一 一 
对 应 : 2 €S<>f(a) ES, ERS S 上 的 一 个 置换 ,每 个 置换 


可 以 写成 
1 2 3 
pe £2 a 


它 表示 函数 1 将 a BK fC.) 一 43,5 42 BE BR f(a.) = Gi,» 
… 既然 f 为 一 一 对 应 , 故 当 a 六 5 时, f(a) 六 1(5)， 由 此 
可 见 (idate in) 为 {1,2, an) 的 一 个 wa- 排列, 例如 对 
图 1 所 示 的 图 5, 绕 轴 asa 旋 转 180° 后, a 与 mw, 2 与 a3 位 
置 互 换 ,而 a; 与 a6 位 置 不 变 , 故 相当 于 置换 
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123456 
Be 1) 
Ehh 为 两 个 置换 , 则 其 积 th 定义 为 
Ghala) = flfla)), a€S, (2) 
亦 即 先 施 行 置换 ,再 施行 h 所 得 的 结果 。 例 如 当 


a a ee 


时 , 积 


123 12 3 
二 一 (1 2): hh = 2 
由 此 例 可 见 ,一般 fih ¥ fh, x h 时 , 记 ffs 为 fs 


般 记 KA och @ A h LR). EIE P= e, e 为 
恒 等 置 换 : ela) = a, 
任 取 a €S, 考察 元 列 
a, f(a), PCa), PCa), °°. 
由 定义 , 列 中 每 一 元 都 属于 S, 但 5 为 一 有 限 集 , 故 总 可 以 找 
到 最 小 的 一 对 数 p< g, E Pa) = f(a). HIE p= 0, 
AREA pS 1, 则 由 (p, 4) 的 最 小 性 ,Fe-5(a) = fa), 
这 与 置换 的 定义 as b> f(a) 二 f(b) 相 矛 盾 。 因 此 总 可 以 
找到 最 小 的 上 > 1, 使 得 PC) = a, 而 afa), +++. PCa) 
互 不 相同 。 得 到 a, f(a),-… ,fT'(a) 后 , 我 们 再 从 5 中 另 
取 一 元 2， 用 同一 推理 知 存在 1 之 1, 使 得 b, fC), PO), 
5 PTO GAME MP) 二 5b。 如 此 继续 可 见 ,每 个 置 
换 f 必 可 分 解 成 诸 “ 轮 换 ” 之 积 : 
f= (a, b,c, ,p,q9) (1,554, 7 Us 0) 
X (h, 1, +++, w), 

其 中 诸 元 a.b, ts 0:9, ros, to w EH, Bin (a,b, 
c, p,q) 的 因子 称 作 轮换 ”, ERA f(a) = b, f(o)= 
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c,…,f(p) 一 g 并 tga 例如 置换 (1) 可 以 分 解 成 

am (1,4)(2, 3)(5)(6), (3) 
其 中 (5) 表 示 aO) 5. ARE g 为 图 S$ 关于 过 asa 的 中 
点 0 并 垂直 于 它 的 轴 的 180° 旋转 , 则 


o> G, 2)G, 4)(5, 6). (4) 
而 g 与 g 之 积 gm gg 即 为 绕 asa 中 点 0 的 180° 旋转 
a= (1, 3)(2， 4)(5, 6). (5) 


若 置换 f 可 以 分 解 成 h 个 长 为 1 的 轮换 , AP KA 2 
的 轮换 … 之 积 , 则 称 STR {2 51,，*…}。 例如 上 述 置 
Hg 由 2 个 长 为 2 的 轮换 , 2 个 长 为 1 的 轮换 之 积 形成 , 故 
属于 类 型 {2,2, 0,0,0,0}。 由 定义 可 见 , GRAS 有 ”个 
元 , 则 


b, + 26, + 363 + sre + nb, =n, 
亦 即 所 有 轮换 因子 的 长 度 之 和 等 于 集合 S 中 元 的 个 数 ， 
记 S, 为 S 上 所 有 n) 个 置换 所 构成 的 集合 。 容易 验 
证 , S。 关 于 (2) 式 所 定义 的 乘法 构成 群 ( 群 的 定义 见 3.3 节 )， 


实际 上 此 时 单位 元 © 即 为 全 等 置 次 < 一 ( 2“ ”); 而 任 
-e(o T) aama 站 一 (了) 例如 
Cs em 2 3 J EDAC 1 2 3 
群 5。 一 般 标 为 才 个 文字 的 对 称 群 


若 5。 的 一 部 分 置换 本 身 构成 一 个 群 G, 则 称 G 为 5; 的 
子 群 。 此 时 常 直接 称 G 为 一 置换 群 ， 例 如 
Í => ae 2)(3 ， 4), h a a, 3)(2， 4), 
h = G, 4)(2, 3), Cm (1)(2)(3)(4) (6) 
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所 组 成 的 G= {h fos fas e} 即 构成 54 的 一 个 子 群 ,此 时 每 
个 h ZHARBS: fot. 
设 G 为 集合 S 上 的 一 个 置换 群 。 对 任 一 属于 类 型 {， 
brs tta ba) 的 置换 ge G, 使 之 与 # 个 变量 的 一 个 单项 式 
x&x sexe 相对 应 ,并 定义 
Pol Zis Xas "7s te) = [GII DS) rtd ex O) 


称 为 G 的 轮换 指标 . 
H2. C 一 {c}， 亦 即 群 G 只 包含 一 个 恒 等 置 换 e= 
ANQ) Ca). 此 时 b= n, b= 0 G>1), Po = xf, 
fl 3. 群 (6)。 此 时 n = 4, ¢ 属于 类 型 41150, 0,0}, fhs 
fos fs FAT {0, 2,0, 0}, W Pe = (xi + 
例 4. 考察 图 1 所 示 的 图 8$. HAS 不 变 的 诸 旋 转 构 成 
群 G, 它 由 (3),(4),(5) 三 式 所 定义 的 置换 连同 恒 等 置 换 。 组 
成 , 亦 即 
G = {gs g2 35 e}, (8) 
它 的 轮换 指标 为 
Po 一 (好 十 zx 十 223)14。 (9) 
此 例 中 ，G 的 每 个 置换 都 给 出 了 图 s 中 各 顶点 间 的 一 种 
对 称 关系 。 例 如 置换 g， 指出 点 a Sa 对 称 ， a2 与 a 对 
称 ; go 则 指出 a3 与 a4 对 称 …。 将 这 种 对 称 概念 推广 之 , 即 
引出 “等 价 ” 的 概念 ， 
EXIL 设 G 为 S 上 的 一 个 置换 群 . 对 于 5 中 的 两 个 
元 a 与 wm, 若 存 在 置换 gE CER g(a) = a, 则 称 a 与 
a, 等 价 , 并 记 作 a ~ a 
今 证 上 述 定义 的 关系 ~ 满足 下 述 三 种 性 质 : 
G) 〈 自 反 性 ) a ~ a; Gi) (对 称 性 ) a ~ bak ~ a; Gii) 
(传递 性 )a ~ b,b~c>a~ec, (10) 
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实际 上 , 对 于 恒 等 置 换 €G, 有 ela) =a, ik a~ a; 
又 若 g(a) =b, W eS) =a, RA (i) 最 后 ,gC4) 一 
b, g(t) = c > (gg) a) = c, BĘ Gi). 

一 般 ， 集 合 5 中 诸 元 间 的 任 一 种 关系 ， 若 满足 上 述 性 质 
G) 一 (ii)， 即 称 为 一 种 等 价 关 系 。 任 一 种 等 价 关 系 必 给 出 集 
合 S 的 一 个 分 划 : S= U Ss, HED 5; 由 彼此 等 价 的 元 


构成 . 每 个 S; 称 为 一 个 等 价 类 . 例如 例 4 中 的 图 5 的 6 个 
点 ,关于 群 (8) 即 划分 成 两 个 等 价 类 。 下 面 的 重要 引 理 给 出 了 
5 中 等 价 类 的 个 数 ， 

引 理 1(Burside)。 集合 5 的 等 价 类 个 数 等 于 


1cl- >) vo), 


其 中 |G| 表示 构成 群 G 的 置换 个 数 , w(g) 表示 置换 8 的 不 
动 点 个 数 , 亦 即 满足 g(a) =a 的 元 aes 个 数 . 

证 . ”我 们 用 两 种 不 同 的 方式 计算 元 偶 《g, a) 的 个 数 
N, 其 中 g€G, a€5, H gla) 一 a。 首先 当 2 固定 时 , (g, 
a) 有 plg) 个 , 故 N= > +Q). 次 ,对 每 个 a€ 5, 设 


有 n(a) 个 gEG We 为 不 动 点 , 则 有 N= > n(a), 故 


aes 


>> ala) = >) og). an 


”为 求 nCa), 我 们 将 G 中 各 置换 8 按 其 在 元 < 上 的 取 值 
g(a) 分 类 : 


G= U Gi. (12) 


属于 同一 类 G; 的 两 个 置换 go 8 Æa 上 取 值 相同 : ge) 一 
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gla). 特别 , 令 G, 由 满足 g(a) =o 的 所 有 置换 8 组 成 .由 
nla) NEM, |G! 二 (a). SHE 

IG) = |G] G=1,2,.…,7). (13) 
ES 一 元 hE G;, 则 对 每 个 f€ Gi, 因 h(a) = 
, )(a) 一 <“， 亦 即 任 一 FEG; 5 g=fh€G, 
相对 应 , 易 见 此 为 一 一 对 应 ， 故 有 (13) 式 . 今 进而 证 明 ， 若 
Sla) 为 集合 S 中 包含 元 4 的 等 价 类 , 则 每 个 G; 与 bE S(a) 
相对 应 . 事实 上 ,属于 同一 G 中 的 置换 与 8 在 上 取 值 相 
同 , 令 基 共同 值 为 5:1(4) = g(a) = b, HE G; 与 b€ S(a) 
相对 应 . 反之 , 任 一 2€S(a), 由 于 b~a, KEE gEG 使 
得 5 二 = g(a), 于 是 5 对 应 于 8 所 在 的 类 G,。 易 见 此 种 对 应 
为 一 一 对 应 , 故 G; 的 个 数 + 等 于 Soal 再 由 (12) 及 (13) 
ATA 


lel = $; IG: = X lal 


= rn(a) = |SCa)|nCa), 
因此 
(a) = |G]/|S(a)), (14) 


BRES 的 等 价 类 个 数 为 4: 5 一 【js 。 册 由 (11) 式 
I oe) = J} lels) 
=> 3 |61/180)| 


=> Ic] =G]. 


于 是 = |G| 》) gp(g), 引 理 证 毕 . 
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现在 我 们 转 而 孝 察 一 般 的 染色 问题 。 它 是 例 1 所 提问 题 


的 直接 推广 . 设 给 出 有 限 集合 5 一 {41, ita} 及 其 上 
的 一 个 置换 群 G, 另 有 颜色 集合 C= {ep ette) 集 
A S 的 一 种 染色 方式 是 指 $S BIC HHA BR AY f:ia) 一 <， 
4a€ 5,c& C， 这 些 映射 的 全 体 构 成 集合 C. 显然 1C5| 一 
1c1's1， 两 种 染色 方式 h 与 hs 若 存在 ge G, 使 得 
hea) =a) (对 所 有 的 aes RI) (15) 
(这 里 简 记 gCa) 为 ga), We h 5 h BRAE h~ h. 
(15) 式 也 可 写作 fig =h CER h 等 于 先后 两 次 映射 8 
与 fi 之 积 .容易 证 明 上 面 引 入 的 关系 ~ 具有 (10) 中 的 三 个 
性 质 ,因而 构成 C 中 的 一 种 等 价 关系 。 于 是 C5 关于 此 种 
等 价 关系 划分 成 诸 等 价 类 。 下 面 的 Polya 基本 定理 给 出 了 
Cs 中 等 价 类 的 个 数 。 
定理 A. 等 价 类 个 数 等 于 “ 
Pols +, tar), 
其 中 Peles ee xs) 为 群 G 的 轮换 指标 , : 一 IC], 

我 们 将 在 下 一 节 中 给 出 这 一 定理 的 更 一 般 形式 及 其 证 
明 。 今 列举 该 定理 的 若干 应 用 例子 。 

#15. 考察 例 1 中 所 述 无 编号 情形 的 解 .此 时 S= fay, 
…, qs), 群 G 如 (8) 所 示 , C 一 {4, B}, n=6,r=2, H 
(9) 式 及 定理 A 可 见 无 编号 情形 的 不 等 价 染色 方式 种 数 为 

Pll 2, °°, 2) == (2 +2? x 2?7+2-x 2°)/4 = 24, 
用 尝试 方法 易 列 出 这 全 部 24 种 不 等 价 的 染色 方式 。 

例 6. 考察 图 3 所 示 的 图 8， 今 用 两 种 色 4 与 3 染 $ 的 
四 个 顶点 , 间 ， 车 这 四 个 顶点 彼此 没有 区 别 , 共 有 多 少 种 不 同 
的 染色 方式 ? 这 里 车 一 种 染色 方式 h 经 图 形 s 的 空间 旋转 
后 能 与 另 一 种 染色 方式 h HE, 则 称 有 Sh 等 价 。 例如 
染色 方式 Car az. 43, a4) 二 (4,4,B,B) 与 (4,B,B,4) 
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a, a; 


等 价 , 因 将 前 者 顺 时 针 转 动 90° 即 得 后 者 。 此 时 置换 群 G 由 
下 列 诸 置换 组 成 : 


nm (77 S t) 一 (1234), 反 时 针 转 905 


2341 

g= (13)(24), 反 时 针 转 180° 

g = (1423), 反 时 针 转 270°; 

g= (13)(2)(4), 绕 轴 aza4 转动 180°; 
gs = (24)(1)(3), 绕 轴 aas 转动 180°; 
8 一 〈12)(34)， 绕 过 waz 及 asa, 的 两 个 中 

点 之 轴 转 180° 
87 = (14)(23), 仿 上 ; 
e = (1)(2)(3)(4), 不 动 ， 
因此 


Po = Caf + 2xix, + 3x} + 2x,)/8, 
故 不 同 的 染色 方式 种 数 等 于 
Pe(2, 2, 2,2) 一 (24 十 2 x 23 
+3X2?+2 x 2)/8 =6, 
Sy WO 种 染色 方式 如 下 ( 见 图 4). 
例 7 ( 环 状 字 问题 )。 7 个 字母 cy, +++, cr* 可 作成 多 少 
个 长 为 # 的 环 状 字 ?2( 又 见 3.1 节 .) 
此 时 S 即 为 均匀 排列 在 圆周 上 的 = 个 点 ,在 点 w 上 放 上 
字母 cy 相当 于 将 点 4a; 染 以 色 Cj» 故 C= Ceis “… cr) 可 
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视 为 色 集 合 . 一 个 环 状 字 m 藻 经 (平面 ?旋转 能 化 至 另 一 环 
KE m, WRF m 与 wz 等 价 。 问题 即 归 为 求 出 不 等 价 
的 环 状 字 个 数 . 

此 时 置换 群 G 由 置换 g 一 (123.…n) KEREK g, 
gee A. 此 种 群 称 为 巡 到 群 。 容易 验证 置换 
gt TAR (dsn) 个 长 为 n/(4, n) 的 轮换 之 积 , 其 中 (d, 
n) 表示 4 与 的 最 大 公 因 子 . WE G 的 轮换 指标 为 


P(x, oe sXe) = 2 Ctanany EPn. 
由 Euer 函数 定义 易 知 满足 n/d, n) =s HA gl(s) 个 
(H 3.3 节 ), 故 上 式 可 改写 成 
Pelri, Sang Xn) = 之 P(r) fn, (16) 
应 用 定理 A 可 见 环 状 字 个 数 等 于 () 
N = (1/n) J payer 


ain 


= (1/2) >) b(n/q)r*, (17) 


alas 


但 $(4) = >) WU) Dd ( 见 (G3.3) 节 ), 其 中 为 Mibius M 
ila 
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数 , 故 oa = D (n/p)x(pj1g), 代 人 (17) 式 得 
aipin 
N= S) O/a) X, a/per 
qin aipia 


= >) (1/p) 2) Dr. 


pin aip 


此 与 (3.1) 节 中 用 Mobius 反 演 公式 所 得 (3.1.10) 式 一 致 . 
例 8〈 分 放 问 题 )， 将 4 个 球 a, a, b, 5 放 人 两 个 有 编 
号 的 盒子 4, B 中 ,有 几 种 放 法 ? 


此 时 S = {a a a = 4, 4, a3 = a, h, 
因 对 任 一 种 放 法 、 对 调 ~ar 与 a Mas 与 a4 仍 属 同 一 种 放 
法 , 故 相应 的 置换 群 G 为 
& = (12)(3)(4), n= (34)(1)(2), 
gs = (12)(34), =e, 
Po = Cat + 2xix, + x3)/4, 
故 不 同 的 放 法 个 数 等 于 (21+ 2*« 24+ 2)/4=9, ARE 
们 是 
Ø | aabb, alabb, blaab, aalbb, ablab, 
aabb| Ø, abbla, aab\b, bblaa. 


5.2. Pélya-de Bruijn 计数 定理 


5.2.1. Pólya 计数 定理 的 一 般 形 式 
如 前 ,我 们 考察 有 限 集 合 S,c KS 上 的 置换 群 G， 今 
设 颜色 集合 C 中 的 每 一 元 <, MABE wle) ( 它 可 以 是 实数 
或 某 个 抽象 域 中 的 元 )， 又 对 于 每 个 将 S 映 人 C 的 映射 1€ 
Cs, 定义 其 重量 (乘积 形式 ) 为 
wf) 一 I w(f(a)). (1) 


| 


op Sette aa 


由 此 定义 易 证 两 个 等 价 的 映射 户 ~ 刀 具有 相同 的 重量 : 
wG) = wh). SREB hoh 之 定义 知 存在 g《 G 使 得 
户 一 jg， K 


wh) = [I wh(2)) = [] wle 


aes 


= sa w(t(b)) = wf). (2) 

因此 同属 一 个 等 忆 的 项 数 便 具 同一 重量 ， 这 一 公共 的 醒 
量 值 便 可 用 来 价 关 的 重量 : 

w(F)= w(f), FEF. (3) 


k 
今 设 集合 S 有 一 分 划 5 一 U 5:， 我 们 考察 Co 中 满足 


下 列 条 件 的 泣 数 f 所 构成 的 子 集 怀 :每 个 JER 在 各 S 上 取 
常 值 , 亦 即 当 a, BES, 时 , f(a) = 5)， 这 种 函数 可 看 作 复 
合 函 数 了 一 $d, 其 中 函数 上 将 acs Mi, 而 中 则 将 {1， 
2, saes k} BA cH. 于 是 当 分 划 S == U S; 确定 后 ,函数 


4 是 确定 的 ,而 由 则 有 | Cj 种 选择 。 今 证 
命题 1 设 子 集 RCC 如 上 所 述 , 则 
k 
> wf) = I] 2 (wke), (4) 
证 。 BIS | = s, Wikaust 
(wert wwe) + oe 
+ we) we) Rt eee tle), (5) 
其 展开 式 的 每 一 项 we; we). $ LONI: 相应 于 中 的 
一 种 选择 。，$(1) 一 ci AC) =e, °° 故此 展开 项 可 以 写 
成 WEA) wld). 而 若 f = ob, WR a€S;, 
pla) =i, K 
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wo) = [] welel) 


aes; 


= [[ wa)). 


aeS; 


于 是 


k k 
I] «@e@y = TT TT wa)) 
= [| aD = w). 

Aik 2 RAAT CF wa) Hf 一 $4 & R, 
反之 亦 然 ; 且 不 同 的 展开 项 对 应 于 不 同 的 f, 故 得 (4) 式 . 

今 证 当 色 集合 C 中 诸 元 贼 有 重量 时 Pólya 定 班 的 一 般 形 
x. 
EH A. (adie oe Lat Cs 划分 成 诸 等 价 


类 F, 则 
D oF) = Pe wo), 
F £ 
E eC, D wo +++) 
其 中 D 表示 对 所 有 的 ce C RA, Po 为 群 G 的 轮换 指标 . 
特别 当 C 中 诸 元 w(c) 一 工时， 此 时 w(F) 一 1, 即 得 等 价 
类 下 的 个 数 为 PeC1C1, 1C1,*………), 即 上 节 之 定理 A. 
证 。 设 w 为 函数 fe Cs 所 能 取 到 的 重量 之 一 . 考察 
Ro = {FFE Cs, w = w). 
对 于 任 一 ge G, 由 ORA w) = wG, IER > 
fe € Rs 因此 每 个 ge G 引出 映 R。 到 自身 的 一 个 映射 ; 
& Tis 
xf = fg, 
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由 此 ， 便 可 在 Re 中 引入 等 价 关 系 : WA hER BRE 
g €.G, E h= nfo 或 即刻 一 fg-!, 则 称 户 与 大 等 价 ， 由 
Burside 引 理 ,R。 中 的 等 价 类 个 数 等 于 

IGI 2) bale), (6) 


其 中 ¢.(g) 表示 Ro 中 满足 =f 一 上 亦 即 1 一 fe 的 函数 
f 个 数 。 由 定义 可 见 R。 中 的 每 个 等 价 类 的 重量 都 等 于 w, 
因此 若 将 (6) 式 乘 以 w, AARNE TA e RN, 便 得 C5 
中 全 部 等 价 类 的 重量 之 和 , 即 


>) wa) = Gl >) >) ule)w. 


因 显然 
> bul g)w = >) w(t), 


{lf=18} 


故 
> W(F)=!6)7 >) >) eG. (7) 


EEG {fl1=18} 


为 计算 > w(f), 设 £ 属于 类 型 {bs bzs 53, °° -JRR 


{fl F=f} 
g = E): Ca) (eho oek) 


1 2 


取 S, = fa}, S = {b},-°°, Spa = 人 Srv; malts 
setg) THM tate 时 , A fe) = fea) = fa) = 
-…，, 所 以 了 在 每 个 S: 上 取 常 值 , 应 用 (4) 式 即 得 

2) wh) = Ewe Ewe 


{lf=fg} 
代入 (7) 式 即 证 得 本 定理 . 
fl. 考察 上 节 例 1 之 染色 问题 。 如 果 我 们 不 仅 要 知 
道 有 多 少 种 不 等 价 的 染色 方法 , 且 需 更 细致 地 知道 ,有 多 少 种 
不 等 价 的 染色 方法 使 得 图 S 中 有 《个 点 染 以 色 4, WAP 
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色 4 以 重量 x, 色 8 以 重量 1: w(4) 一 +, w(B)=1. KE 
使 得 5 中 有 万 个 点 染 以 色 4 的 每 一 种 染色 方式 F 均 有 重量 
w(F) 一 xz FEU ox WHE w(F) = xx 的 诸 不 等 价 
染色 方式 个 数 , 则 Dort 一 DoF) .注意 到 此 例 Pe = Cott 
xixd + 2x3), 


5 w(F) a} rý + (1 +2x)(1 + x) 


+ 2(1 + 27)5)/4 
= 78 + 2 + 6r + 62+ 622° +2x4+ 1, 
例如 其 中 的 一 项 6x4 RAR, 4 个 点 染 以 色 4 的 不 等 价 染 色 方 
式 共 有 6 种 。 易 验 这 6 种 是 
(ga 4) = AAAABB, AAABAB, AAABBA, 
AABBAA, ABABAA, ABBAAA, 
《参见 图 5.1.1.) 
例 2《 环 状 字 问题 )。 在 上 节 中 我 们 已 证 得 ( 见 (5.1.16) 
Hi): + 个 字母 cy, cn, +++, e, 共 可 作成 


N= (1/n) >) dd)rr 
din 


个 不 同 的 环 状 字 。 如果 我 们 需要 更 细致 地 知道 这 六 个 环 状 字 
中 ,字母 ca ART m 次 , cz 用 了 m, e, ce AT KR 
的 环 状 字 个 数 为 多 少 ， 这 里 msm, …，zr 为 二 的 一 个 特定 
的 分 划 : nay tees ta, Abe, RTD SE 
以 不 同 的 重量 : we) = 一， 此 时 对 应 于 上 述 问题 的 等 价 类 
使 具有 重量 alar- orr， 故 由 定理 A 及 (5.1.15) 式 可 见 , 所 
求 环 状 字 个 数 NOn nms …, er) 等 于 下 列 多 项 式 中 arap 
-ar 前 的 系数 : 
PoC Lie, Ze Dois tt) 
= =D) oUa + af + ++ tate, 


din 
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亦 即 
Nn, Ly n,) 


1 nfd 
n os ae Cie. ce -nfd ). 


这 里 (ny, m2, tton) 表示 m, m +++, n, BEKANT g， 
和 式 遍 及 8 的 所 有 因子 4 (包括 1 和 & BS). 

这 一 结果 最 早 是 在 侵 钟 孙 [11] 中 得 到 的 。 但 在 该 文中 
上 式 系 经 直接 推理 得 出 ,并 未 应 用 Polya 计数 定理 , 故 证 明 较 
KH, 

可 注意 的 是 ， 上 面 所 讨论 的 环 状 字 实 质 上 是 平面 的 环 状 
字 , 亦 即 两 个 环 状 字 若 经 (平面 上 的 7) 旋转 可 以 彼此 重合 , 则 视 
为 同一 个 字 ， 传 钟 孙 教授 在 上 述 文中 还 进而 仔细 地 讨论 了 空 
间 环 状 字 的 个 数 。 此 时 ， 环 状 字 仍 视 为 均匀 分 布 在 一 个 圆 环 
上 的 = 个 字母 ,两 个 环 状 字 若 能 经 空间 的 运动 ( 即 除去 绕 圆心 
O 的 旋转 外 ,还 有 以 某 个 直径 为 轴 的 反射 ) 相互 重合 , WMA 
同一 字 ， 假 设 贺 环 上 的 # 个 字母 按 顺 时 针 方 向 顺 次 为 4, a2， 
“+, a5, WRAHDAU AAR: 

(i) 绕 轴 0a 转动 180°, 此 种 反射 记 作 Vis 


G) 绕 轴 Ob, 转动 180°, 此 处 上 WM dam 的 中 点 ， 
此 种 反射 记 作 Wi. 

又 以 Ry 泛 指 某 一 种 反射 , 即 V; 或 Wi. @ 

对 于 旋转 ， 则 引入 记号 Of 表示 绕 圆 心 0 顺 时 针 转 动 
2xd/n 个 弧度 .同样 以 0; 泛 指 某 个 旋转 .不 难 证 明 

GD 连续 两 次 反射 等 于 一 次 旋转 ， 即 RR. = 03; (例如 
Vin: = OF 等 ,此 处 了 ie 表示 先后 两 次 反射 之 积 : 4 
经 反射 Vis 后 经 反射 Visa) 

Gi) 每 个 反射 R 都 可 以 表示 成 反射 WW 与 旋转 之 积 , 例 
iW; = 0,'W 01 等 ; 
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Cii) R;O;R; = O7', 例如 VON, = 07$, 
此 处 OF) 表示 旋转 0; 之 逆 , 例 如 (OL) = 074 = oF", 
《注意 对 反射 而 言 , 其 逆 为 自身 ，RP 一 Ri.) 

由 上 述 三 点 可 见 ， 与 此 计数 问题 相应 的 置换 群 G 旋 由 
g = (123: -:n) ( 它 与 施 转 OL 相应 ) RAS (1,2)(2,2 一 
1)(3 n 一 2)…- ( 它 与 反射 W, 相应) 生成 。 换言之 , G 为 
包含 8 与 的 最 小 置换 群 。 此 种 群 称 为 二 面体 群 , 一 般 记 作 
D,。。 它 的 轮换 指标 将 在 下 一 节 中 给 出 。 利用 该 轮换 指标 便 可 
求 出 空间 环 状 字 的 个 数 。 但 群 D, re 5.3 


节 中 未 予 写 出 ; 故 下 面 我 们 根据 传 钟 孙 (11 给 出 的 更 为 
初等 一 些 的 推理 方式 ,将 计数 结果 另行 说 明了 于 十。 
上 面 我 们 已 经 看 到 ,用 nı 个 字母 Cis a By 个 字母 C, 
共 可 作出 
n/a 
N=} 5 wa 人 f ) 


2 aen) ad +++, n,]d 
个 旋转 不 等 价 的 环 状 字 Att Aw。 将 这 些 环 状 字 全 体 所 
成 集合 记 作 .or : 

wf = {A Ar, +++, An}, 
在 这 六 个 环 状 字 中 ,尽管 不 可 能 由 其 中 一 个 经 某 种 旋转 0; 化 
至 另 一 个 , 但 却 可 能 经 某 个 反射 R 化 至 男 一 个 。 今 证 这 种 
因 反射 引出 的 转化 只 能 成 对 地 出 现 ， 也 就 是 说 : 在 集合 .er 
中 不 可 能 存在 三 个 不 同 的 环 状 字 4;, 4; 与 4k, 使 得 (iD 
R,(4;) ~ 4;, RA;) oe Ak RE (ii) R,(A;) Ais RA) 
~ 4k。 这 里 ~ 表示 旋转 等 价 , RCA) 表示 字 4 经 反射 R; 后 
所 得 者 。 实际 上 ， 在 情形 (i) 将 有 4 = 0,R,(4,), 4g 一 
OR A;), MW 44 = 02R,0,R,4; = O,R2R,C(R,0,R,)A; = 
02R;R1OT!。 但 如 前 所 述 RR: = O3, MK 4, = 02030;'(4;), 
此 即 A, ~ 4i， 此 不 可 能 , 因 .ex 中 诸 字 A, 彼此 不 旋转 等 
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th. 对 于 情形 Gi), 注意 到 RCA) = 4; > RUA) = 4;, 
同情 形 G), 也 不 可 能 . 

由 此 可 见 ， 集合 .ar 中 的 字 可 分 成 二 类 : ”一 类 是 对 称 
的 , 亦 即 此 种 环 状 字 经 反射 后 与 自身 相 (旋转 ) 等 价 : RA ~ 
4; 男 一 类 是 非 对 称 的 , 此 种 字 总 是 成 对 地 出 现 : Mi 4a) 
《4i 4i0)，…'。 同 一 对 中 的 两 个 字 可 经 反射 相互 转化 ,而 不 
同 对 的 字 则 不 存在 此 种 转化 . 今 设 wr 中 对 称 的 字 有 s 个 , 则 
不 对 称 的 元 便 有 NN 一 :个 , 且 由 上 面 所 作 的 分 析 容 易 明白 :由 
ny SER cso, 个 字母 c, 构成 的 不 同 环 状 字 个 数 等 于 


1 _1 
ERS Nay Mt 


个 。 下面 我 们 来 定 出 对 称 的 环 状 字 个 数 * = Cy, tt n). 
首先 我 们 注意 到 一 个 对 称 的 环 状 字 4 易 证 为 完全 对 称 的 ， 亦 
即 存在 一 个 反射 R 使 得 RA= A, 此 时 ,除去 对 称 轴 的 一 端 
或 二 端 处 出 现 的 那 种 字母 其 个 数 可 能 为 奇数 外 ， 其 余 的 字母 
其 个 数 因 完 全 对 称 性 必 为 偶数 ， 于 一 个 对 称 字 A, n, 
Coon 中 至 多 出 现 二 个 奇数 ， 


s(n, “++, n,) =0 


(4 Nis M1, °° * 5 My 中 奇数 个 数 之 3 时 ). 
当 My, "sh PART K< 2 时 ， 与 奇数 n; = 2k, +1 相 
应 的 字母 o 必定 有 一 个 出 现在 对 称 加 的 一 端 且 仅 只 一 端 ,和 
下 2k 个 字母 c 在 对 称 轴 的 两 侧 各 有 一 [PA] 个， 对 于 
与 偶数 nj 一 2hy 相应 的 字母 oy, 显然 在 对 称 得 的 两 侧 各 有 
如 一 | 人 | 个 . 因此 在 对 称 负 的 一 合计 有 [各 | 个 字母 c(i 
l; 2, 2 "t> r), 计 有 
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eee ny 
zh [2] ~ 


种 不 同 的 排列 方式 , 故 见 


Kas tga : 
3) Gb 
CH ms …，m 中 奇数 个 数 <2). 
由 上 述 诸 式 便 可 推出 下 面 的 
定理 〈 传 钟 孙 (11). 由 个 字母 am SFE, 
…, nr 个 字母 c 构成 的 不 同 的 (空间 ) 环 状 字 个 数 为 


n/ 
pi $4) Q m/ i. he ie) 


十 s(m, <eo My) > . 
其 中 中 Cd) 为 Euler AR, (n, oes ny) 表示 mm， “0 的 
最 大 公约 数 g MARK 8 的 所 有 因子 4 (包括 1 与 8 自身 )， 
又 


5.2.2. 基本 计数 定理 的 推广 
定理 A 指出 了 当 集 合 S 上 给 出 置换 群 G 时 不 等 价 的 染色 
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方式 个 数 ,在 许多 应 用 问题 中 ,我 们 还 须 考察 集合 C 上 也 给 出 
置换 群 鼠 的 情形 。 例如 在 分 放 问 题 中 , 当 球 和 盒子 均 为 无 纺 
号 时 便 属 这 种 情形 .de Bruijn 久 首先 考察 了 这 一 情形 。 下面 
我 们 将 引述 相应 的 结果 并 举例 加 以 说 明 ， 详细 的 证 明 可 见 
Beckenbach [30], 

RETRE S 上 给 出 置换 群 6， 色 集合 C 上 给 出 置换 群 
H。 此 时 两 种 染色 方式 fs he C’, 若 存在 g€ G, hE HER 
fh = hhg, DER 

h(a) = hfi(ga), acs, (8) 

WH h 与 h SHC h~ 户 。 容 易 证 明 这 是 一 种 等 价 关 
A, 在 此 种 等 价 关系 下 ,C5 划分 为 诸 等 价 类 , 其 个 数 由 下 面 
的 de Bruijn 定理 给 出 : 

IB. iZ S, C, G, H 如 上 所 述 , 则 Co 中 等 价 类 个 


数 为 
r(Z, be om sae ) Puentes ; 
CT) | esteta) | ws +) (9) 
E nme = 0 处 的 值 . 
这 一 公式 虽然 形式 相当 优美 ,但 因 涉 及 到 很 多 微分 运算 ， 
应 用 起 来 有 时 并 不 很 方便 。 在 Harary and Palmer [78] 中 ， 
将 此 公式 改写 成 下 面 的 形式 ,在 一 些 场合 运用 更 见方 便 些 . 
CRB. ikS,C, C,H 如 前 所 述 , 则 cs 中 的 等 价 类 
个 数 为 
babe 2, Peleh), calh), +++, eA), a0) 


其 中 
cx(h) 一 >) 5b,(A), 


sik 
i (44), d:(h), +++) 为 4 所 属 的 类 型 。 
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例 2 (分 放 问 题 )， 考 察 5.1 节 的 例子 中 所 述 的 问题 ， 但 
Rat 4, B 没有 区 别 . 此 时 置换 群 豆 即 为 群 S. MPa 
(xi + 2)/2, Po 则 如 前 为 《xt + 2xixi 十 22/4, RAK 
法 个 数 为 


ao) Kaa 


ENG e), 


23 + 23)18 = 5, 
PIRX 5 R ig 


(sabii {D}; {a}, {abb}; {b}, {aab}; 
{aa}, {bb}; {ab}, {ab}. 
由 于 分 放 问 题 在 应 用 中 经 常 遇 到 ， 今 再 举 一 例 说 明定 理 
8 在 四 种 不 同类 型 的 分 放 问 题 中 的 应 用 . 
例 3. 将 4 个 球 放 人 3 个 盒子 中 有 几 种 放 法 ? 
情形 G). 球 和 盒子 均 有 编号 。 此 时 G 与 态 均 只 含 一 个 
ESAR. Pem ri, Pa 一 ri, 故 分 放 方 式 个 数 等 于 
(8/02z,)*(e* 32g = 34 = $1, 
此 时 分 放 方式 个 数 等 于 3 个 字母 的 可 重复 的 4- 排列 个 数 ， 
情形 Gi). 球 有 编号 ， 而 盒子 没有 编号 ， 此 时 Pe = xt, 
Py = Ps. = Ca} + 3xy2 + 2x;)/6, 此 时 ,对 类 型 为 {3,0,0} 
的 AEH A c(h) oh) = 3; 对 类 型 为 {1,1,0} Wa, 
c(h) = b(A) 1; 对 类 型 为 {0, 0, 2} 的 AEH, 有 c(h) 
= b (4) = 0, 故 由 定理 B', 不 同 的 放 法 个 数 为 
C344 3 X 1+2 x 01)/6 = 14. 
此 时 分 放 方 式 个 数 ,由 第 二 类 Stirling 数 的 定义 (2.4 5), BW 
应 等 于 5(4, 1) 十 5(4, 2) 填 5(4,3) 一 1 十 7 十 6 一 14, 
情形 Git). 球 无 编号 ,盒子 有 编号 。 此 时 Pe = Ps 
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(xt + brir, + Brix + 3x3 + 6x4)/24, Py = xt, e = (1)(2) 
(3) 为 吾 中 唯一 的 置换 , 故 cA) = OCA) = 3, 由 定理 B 可 
见 放 法 个 数 为 
Pa(3,3,，.…) 一 (34 十 6X3 十 8X3 
+3 3?+6 x 3)/24 = 15, 

情形 Giv). 球 和 盒子 均 无 编号 。 此 时 Ps tk, Pu = Ps, 

应 用 定理 B 易 计 得 放 法 个 数 为 
(Pe, 3,3,3) + 3Pc(1, 3,1,3) 
+ 2P,(0, 0, 3, 0))/6 
= (15 +3 X3 +2 xXx 0)/6=4, 

易 验 这 4 种 放 法 为 {aaaa},{S}, {B}; {aaa}, {a}, {Ø}; 
{aa}, {aa}, {Ø}; {a}, {a}, {aa}, 在 这 种 情形 分 波 方 式 个 
数 等 于 P(4,1) 十 P(4,; 2) 十 P(4, 3)= 二 1 十 2 十 1 一 4, 其 
中 P(n, m) 表示 将 正 整 数 # 分 划 成 mw 个 正 整 数 之 和 ( 诸 加 项 
次 序 不 计 ) 的 不 同方 式 个 数 . 

Pólya 计数 定理 的 另 一 种 推广 方式 是 计算 在 单个 颜色 置 
换 下 不 变 的 等 价 类 个 数 。 假设 给 出 元 集合 S， 其 上 置换 群 G 
及 色 和 集合 C 如 前 。 同 样 , ROR Co 划分 成 诸 等 价 类 F. S 
若 给 出 色 集 合 C 上 的 一 个 置换 4 一 个 等 价 类 下 若 满足 4PFC 
F, 亦 即 fje 已 之 好 EF， 则 称 此 等 价 类 三 关于 色 置 换 4 不 变 
或 称 在 置换 下 不 变 . 

定理 C (de Bruijn). 关于 置换 4 不 变 的 等 价 类 之 重量 
和 


> w(F) fii Pr `t’ Pa) > 
其 中 P(x, care Xn) ARG 外 轮换 指标 , 而 
p= Do ww (he): we). 
{elh%c=c,c€ C} 


(4 {cjhtc =c} = ONL pi = OSMAN wle) = 
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1 时 , 即 得 关于 如 不 变 的 等 价 类 个 数 为 Pb. ,1,), 其 
hol, 为 置换 从 的 不 动 点 个 数 。 

定理 A 是 定理 C 当 % = e ( 便 等 置换 ) 时 的 特例 ， 

例 4. 考察 5.1 节 中 的 例 8。 我 们 来 计算 关于 % 一 (4， 
B) 为 不 变 的 等 价 类 , 亦 即 将 盒 于 4 与 对 换 后 不 变 的 放 法 个 
数 。 此 时 he =c 无 解 ,而 Pe, mh = 2, 因此 所 求 个 
数 等 于 

P-(0， 2 ) 一 (Cx + 2xiry 
+ 23)/4) eno. = 27/4 = 1, 


见 这 唯一 的 等 价 类 为 bc14c. 
|5. 考察 5.1 节 中 的 例 4。 仍 令 一 (A, B), RHR 


A, B 后 不 变 的 染色 方式 个 数 . 此 时 , Pe = Qi + ririt 
2 总 )/4, 而 # 同 上 例 , 故 所 求 个 数 等 于 
Ps(0,2)=2X 23/4 = 4, 
易 验 这 4 种 染色 方式 为 
(ai, aa ***'» 46) = AABBAB, ABABAB, 
ABBAAB, ABBABA, 
Pólya 方法 近年 来 得 到 了 种 种 推广 ,如 见 de Bruijn [45], 
Parthasarathy and Sridharan [124], Williamson [159] 等 ， 


5.3, 置换 群 轮换 指标 的 计算 


本 节 讨 论 几 种 应 用 中 最 常 遇见 的 置换 群 的 轮换 指标 的 计 
算 方 法 ,并 给 出 由 两 个 置换 群 衍生 出 来 的 群 如 4 x B, APG 
轮换 指标 的 计算 式 ,本 节 中 Pe 均 记 作 PCG). 
1.G = {e} = 1,. 亦 即 G 仅 由 一 个 恒 等 置 换 。 组 成 . 此 
时 显然 
P(I,) = x}. a) 
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2.6 = S, (n 个 文字 的 对 称 群 )， 对 此 有 


1 
POR eS oe, GS es EE 
CSa; #1 °°" ta) 已 1021 + by} 


eee: Moses o 
式 中 和 式 遍 及 不 定 方程 bi t 2b, +--+ t nb, =n 的 所 有 非 
负 解 {bis 61，*… 6,3. ERD PA ip AY BEC. 
命题 1 s, 中 类 型 为 {1, bn b ---} 的 置换 个 数 
hbi, by, °°) 等 于 
(Chir 1%) (21272) ++ (B41 278) tah, 
ik. BP RHA (br 6,…'} 的 置换 g 形 如 
Ca) CB (RD) CO uv) (24: D, G) 


去 掉 括 号 即 和 文字 的 一 个 排列 〈o6… .phr*…1)。 但 在 
(3), b 个 长 为 i 的 轮换 因子 间 次 序 是 随意 的 , 故 有 bi! 种 
书写 方式 ; 而 每 个 长 为 i 的 轮换 因子 义 有 i 种 书写 方式 : Gk 
ee) = kej) = Cok) = -o 由 此 可 见 每 一 个 置换 
(3) 对 应 于 《&411%) (62122) Gain’) 个 不 同 的 排列 , 且 不 
同 的 置换 对 应 不 同 的 排列 , 故 
; ay = hd, bz, ++) Chi, 1:) a12) +++ (b,1 0"), 
由 此 便 推 出 (3) 式 . 

比较 (2) 与 (2.3.17) 式 可 见 , PCS.) 还 可 用 Bell SARR 

出 : 
P(S,;x1> ~ sey) 
= (1/nt)Y, Cri, 11x2, 21x3, **«, 


(n — D1x,). (4) 
由 (2) 式 用 归纳 法 并 可 推出 PO, 的 递 推 式 如 下 : 
P(S,) = 1/n pa xaP (Sa). (5) 
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3. 交代 群 An 它 由 S。 中 所 有 偶 置 换 ( 即 所 属 类 型 {2 
by 满足 th t bt ++ = RNR) 组 成 。 此 
时 由 命题 1 可 知 


1+ (—1) atiti 
P Aas eee n — 
( fi> 2% ) ae Terr ae 


TOG o 
和 式 遍 及 范围 同 (2) 式 。(6) 式 还 可 写成 
PUA 和 Xa) SPS ms: Xa) 
士 PCS。 xi， 一 2 t3, — ta Ds (7) 
4. WHC, GH g = (123---) 的 各 个 寡 次 组 成 . 它 
的 轮换 指标 已 在 5.1 节 中 得 出 为 
PCC。) 一 (1/m) 之 b(h)xvt, (8) 


其 中 Ck) 为 Euer KZ. 

5. 二 面体 群 D,. CH g = (123-- 及 A=(1,2) 
Xx (2,7 一 1)3,0 一 2)… 生 成 , 亦 即 为 包含 8 与 的 最 小 置 
换 群 ,由 2n 个 置换 组 成 。 我 们 已 在 5.2.1 节 的 例 2 中 遇见 过 . 
它 的 轮换 指标 为 

P(D,) = (1/2)P(C,) 
a 7 为 奇数 ， (9) 
(1/4) x? + riepa), zn 为 偶数 

此 群 与 著名 的 “染色 项 链 ” 问 题 有 关 。 所 谓 “ 染 色 项 链 ” 即 
为 用 不 同 颜色 的 珠子 串 成 的 图， 实际 上 即 为 由 r 个 字母 构成 
的 一 个 (空间 的 ) 环 状 字 (5.2.1 t), 

在 应 用 中 ,我 们 还 需 考察 由 已 知 群 引出 的 群 . 

1. 群 之 (简单 积 ) CHRCAX LNBRB AWAY ER 
置换 群 。 假 设 民 与 了 无 公共 元 , 则 可 定义 XUY LAH GH 
如 下 : 
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GH ={&, A)lgéG,heH}, 
人 


h(a), 对 eeyY， 
由 此 定义 易 证 
PUGH x1, £3, sy to) 
= PCG; ay ++, £p) PCS tty ey tm). (11) 
这 里 |X| =s, |Y] =m, FÆ |XUY| = |X] + |Y] = 


m+n, 


例如 © 
P(S233) = PCS7)P(S3) = (1/292? 


+ x2)(1/6) (x3 + 3xlixz + 2x3) 
= (1/12) Cd + 4x3xz + 3x1x? + 2x223 
+ 2x23), 
2. 群 之 直 积 G XH. iG, HEARAXSY ELMER 
群 ,定义 集合 X Xx Y 上 的 群 GXH 如 下 : 
GxH={(g,h)lge G,heH)}, 
Cg, P(x,y) = (gr, hy), (x, y) EX XY. (12) 
易 证 所 有 形 如 (12) 的 置换 确实 构成 X x Y 上 的 置换 群 . 
命题 2 ik |X| =n, |Y] =m, 
P(G X H; xi, 和 Imn) 


= (IG HDS, [[ thnk. (13) 


zs klzl 
cH 


其 中 12,0) 5 (%, D 各 表示 有 & SI 的 最 小 公 倍数 及 最 大 公 
约 数 ， 而 fi bn … 及 {a1, cz 各 为 置换 & SA 
属 的 类 型 . 

证 . 设 xEX 出 现在 置换 g 的 一 个 长 为 《的 轮换 因子 
中 ,y€Y 出 现在 置换 的 一 个 长 为 /的 轮 模 因子 中 , 于 是 
gtx = x, hy 一 y， 由 定义 《g ,和 )?(x,y) = Cex, h?y), K 
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易 见 ， 满 足 Ce, hA, y) = (Cr, y) 的 最 小 正 整 数 p 一 14， 
1]. FRR 个 元 偶 A= (Ca, v)]u = ie), v= h (y); 
P= loess k, j=1, 11,1) WIDER R/TR, 11 = Q, 1) 
个 组 , 每 一 组 对 应 于 置换 (g, h) 的 一 个 长 为 [4 站 的 轮换 
因子 .实际 上 ,在 4EX XY 中 引信 等 价 关系 : (u,v) ~ 
u,v) SERA C, o) = Cg, h) lu, v), 即 易 证 明 各 等 
价 类 中 元 数 相同 ， 每 个 等 价 类 对 应 于 Cc, 4) 的 一 个 轮换 因 
子 , 便 可 证 得 上 述 断 言 。 于 是 8 的 每 一 个 长 为 《 的 轮换 因子 
连同 4 的 每 个 长 为 1 的 轮换 因子 ,对 应 于 (¢.4) 的 i 个 长 
为 [%, !] 的 轮换 因子 。 由 此 可 见 (g,h) 有 beek D) 个 
长 为 [4, 中 的 轮换 因子 。(13) 式 得 证 . 
与 此 定理 相对 应 ,我 们 引入 多 项 式 的 直 积 如 下 : 
xt X x} = xt}, 
fx(g+h)=/fxXg+fx%h, 
(gh) X {=f X (gh) =F X OF X A). (14) 
其 中 了 与 g 均 为 ,xz，-…… 的 多 项 式 ,例如 
xi X 43 = 4, 
xı X Caira) = (r, X xı) (x2 X x) = (x2) Cri) = ri. 


引进 这 种 运算 后 ,(13) 式 便 可 写成 更 易 记 忆 的 形式 : 


P(G x H) =P(G) x P(A). (15) 
fil 1. id SF = S, X S X TAR X Sy = X d2 gi! 
P(S$) = (x? + (2% — 1) 2". (16) 


此 式 易 由 PCS) = Gx? + #2)/2, P(SE*) =PCSE) X PCS) 
及 (14) 式 归纳 证 明之 . 
3. ERB HS. 设 C， BELa Y 上 的 群 He 如 
下 : 
H° = {(g, h)|g€G,heH}, 
(gs hice) = Af(ex), FEY*, EX, (17) 
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易 证 上 式 所 确定 的 Ho 确 为 一 群 
命题 3，〈 见 Harary and Palmer [78].) 设 |X] =n, 
|Y] =m, 则 
P(H°; x1, x2, “°°, Xm?) 


= (GED >) T xe, 


其 中 
bilg. h) = TI 23 Gents 


k>1 fik 


Se (4) Sule, Dae AD > 1). (18) 


rik 
(4), 62, °°:) 与 《cis 0,.°°) 各 为 置换 8 与 4 所 属 的 类 型 ， 
u(r, k) 为 经 典 的 Möbius 函数 。 

还 可 以 引出 其 他 形式 的 由 已 知 群 衍 生得 来 的 群 ， 下 面 仅 
讨论 下 一 节 中 用 到 的 两 种 . 

设 X 为 一 有 限 集合 ,以 X? 表示 X 的 2- 子 集 , 亦 即 形 如 
{a,b} Ca, bEX, a% b) 的 无 序 元 偶 的 全 体 . 每 个 X 上 的 置 
换 g, 引出 XO 上 的 置换 z 如 下 : 

Bla, b} = (g(a), g(S)}. (19) 

于 是 每 个 X 上 的 置换 群 C 便 引出 X? 上 的 置换 群 GO = 
{zjgeG}， 称 为 G 的 偶 群 . 例如 取 X—{1,2,3}, G= 
S3 一 (e, is 82 83 8i» gs}; 此 时 XP = {a,b,c}, HH 

a={1,2}, b6={1,3}, c= {2,3}, 

e=(1)(2)G), gi = (1)(23), gi = (2)(13), 

g= 3)(12), g= (123), g= (132). 
于 是 Ala) = afl, 2} = {801), g:(2)} = (1, 3} =b, fl 
样 AG) = {1,2} =a, AC) =c, HA a= Cela, b). 
同样 方式 可 得 更 一 (b), c), Bs = (a) (4, c), & = Cach), 
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gs = (abc) 及 @—=(a)(S)(c), TERN 
PCS) x1, 225 x3) = (xi + 371x; + 2x3)/6. 
在 一 般 情形 ,有 
命题 4. 
PS; xis x2, ***, xN) 


= E (Ch, 1) (b2 = fe). (20) 
hN =(") b= C b2 so), x = (an, a ty) 和 式 


遍及 范围 同 (2) 式 ,而 C ) 


foe) = JI a T CiD) TT riab (21) 
k k rar 


其 证 的 基本 思想 是 对 于 确定 的 Zao, b} = {g(a)， 
8(b)}, 区 分 两 类 不 同 的 元 偶 {4, b): 在 第 一 类 中 ,a,b 同属 


4 的 一 个 轮换 因子 ,这 种 元 偶 共 有 也) ( “) 个 ,此 时 当 大 为 林 
k 


数 时 , 8 的 每 个 长 为 & 的 轮换 因子 便 引出 站 的 CR 一 1)/2 个 
长 为 的 轮换 因子 ,此 即 (21) 式 中 第 一 个 乘积 项 的 由 来 。 相 
仿 , 第 二 个 乘积 项 的 头 一 个 因子 由 & 的 偶数 长 轮换 因子 引出 ; 
在 第 二 类 中 ,a,。 属于 不 同 的 轮换 因子 , 由 此 引出 (21) 中 后 
两 项 乘积 . 

由 (21) 式 可 见 。P(S2) AR PWS RSH: 

G) 写 出 f= PCS,). 

GD 对 了 中 的 每 个 单项 式 2 区 …xw BHR Gii) 转 


换 为 seb zx。N 一 《。 外 单项 式 前 系数 不 变 ， 即 得 出 


PCS2)). 
Gii) 转换 方式 : 
(a) 4 RABBI, che — chara? 
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Cb) 24 k HERH y x > Cag yx hPa) bk; 
Co) PEH ah x ab x eee x abe TI fies, 
<i 
18D 9 =A rape, 
例如 为 求 PSP), 首先 写 出 
P(S,) = (xt + bær, 十 8xlrs + 3x3 十 6x4)/24. 
对 于 第 一 项 el, 显然 ri (9 of WEBI win, 


BAP me ayy > (nal)! 一 二， 


ix x) ef? = od, 

BX xix, 应 转换 成 xirri 到 xix], 同样 方式 xz x3 等 ， 即 
得 

PCS) == (x8 + 6x3x3 + 8x3 + 3x2} + 6x,x4)/24. (22) 


最 后 我 付 订 论 群 5.@G, 它 定义 为 
e = { (P, 0)|B E G”, o€ S,}. 
其 中 G 为 X 上 的 一 个 置换 群 , c" 一 GXGX，…XG:8 一 
(gi. ,gn) EG", BEG. (8,0) 作为 加 一 和 XXX 
xX 上 的 一 个 置换 定义 为 
(PB, ox tn) 一 Certo ***, Enton). (23) 
由 此 定义 易 见 , 若 记 o(86) = (gots ttt Boma) € G”, Wil 
(825 o2) Bi, 01) = (B292(P1), 0201). 
命题 5. 
PÈS, 1) 一 Sb (821272) + +)? 
x (TI ese)” (24) 


i=j ‘ali 


其 中 和 式 遍 及 范围 同 (2) 式 ,而 
(1/s) >) 24n(s/d), # sli; 


d\s 


0 > 车 sts, 


gh) = 
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uk) 为 经 典 的 Mobius HR. X 
f efxfx- xt GR. 
命题 6. 
P(S,@Sp) = ECCh, 2") (81 42) (B31 688) e .): 


(eee «May as 


i=l gui 


其 中 和 式 遍 及 范围 及 g(@) 同 命题 5, 而 

h(2s) = (1/28) 多 2424(2s/d), (26) 
命题 5 与 6 之 证 明 见 Harrison iad High [80], 在 该 文中 并 
给 出 了 P(S.,Q@cG) 的 一 般 公式 . 


5.4. Pólya 计数 方法 的 应 用 


在 5.1 与 5.2 节 中 ,结合 理论 的 陈述 已 列举 了 若干 应 用 例 
子 , 本 节 再 给 出 两 类 应 用 例子 


5.4.1. 无 编号 图 的 计数 


我 们 在 5.1 节 中 已 经 列 出 了 无 编号 图 和 有 编号 图 两 种 不 
同 的 概念 。 下面 我 们 给 出 无 编号 图 的 严格 定义 . 

考察 具有 相同 顶点 集合 的 两 个 图 Xi 一 (V, E) 和 
X, = (了 ， E), El 与 E, 分 别 为 图 Xı 5 X: WLES. A 
如 上 节 所 述 ， 顶 点 集合 V 上 的 每 个 置换 g, 引出 边 集合 E, 上 
的 置换 g:5{a.5} 一 {g(a), g(5)}, 其 中 a, BEV, {a,b} 
为 图 X 中 的 边 。 下 面 我 们 将 限于 考察 无 向 图 , 此 时 元 偶 {4， 
b) 便 为 无 序 元 偶 ,从 而 En E: 均 为 VO 的 一 个 子 集合 ， 对 
于 两 个 这 样 的 图 Xi 与 X;， 若 存在 顶点 集合 的 一 个 置换 g, 
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使 得 gE, = En, IRM E,={g(a), g(d)|{a, bte Ey}, WHR 
两 个 图 X 与 X; 同 构 . 图 1 表 出 了 两 个 同 构 的 图 . 


4 3 4 3 
[A = N 
~i 
1 2 1 2 


Al. 两 个 同 构 的 名 


显然 , 同 构 关系 是 一 种 等 价 关 系 , 它 将 具 # 个 顶点 的 所 有 
图 的 集合 划分 成 诸 等 价 类 ， 每 个 等 价 类 便 称 作 一 个 “无 编号 
图 ”， 例 如 4 个 顶点 的 无 编号 图 共有 11 个 ,它们 是 


sanel L, 
E EA 
xe 


图 2。 4 个 顶点 的 无 编号 图 , 其 中 *) 为 自 补 图 


EMA. »# 个 顶点 的 无 编号 图 个 数 为 PSP; 2,2, 
…)， 更 细 地 说 ,具有 个 顶点 ,& 条 边 的 无 编号 图 个 数 等 于 
PGP 1 十 xz 工 十 和 工 十 和 ++) 的 展开 式 中 x* 前 的 系 
数 ， 
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例如 ,由 PCS) 的 表示 式 (5.3.22)， 
P(SP, 1 +r, 1 +,-+) 
=((1 + x) +6 + rA + 2?) 
十 8(1 + 23) + 301 +A + x?)? 
十 6(1 + A1 + x*))/24 
=] Hr +2 t3 +2 t 7 4+ 4, 
故 共 有 1 1I +2+43+2+1+1=1 2958. 又 
由 其 中 前 各 3x 知 其 中 有 3 条 边 的 图 有 3 个 等 等 . 

EME. 考察 了 的 所 有 2- 子 集 Po，|7al 一 
n(n —1)/2, Hin =]V]. VO 即 由 所 有 可 能 的 n(x 一 
1)/2 条 边 组 成 . 今 用 两 种 色 4, BH VO 中 各 边 任意 染色 ， 
每 一 种 染色 方式 即 对 应 于 一 个 图 (V, E), 其 中 E 由 V? 中 
色 为 4 的 边 组 成 . 由 图 的 同 构 定义 可 见 ,两 个 图 V, E) 与 
(VV, E) 同 构 当 且 仅 当 相 应 的 两 种 染色 方式 及 与 有 等 价 ， 
亦 即 存在 VO 的 一 个 置换 5€ SW, 使 得 hla, b) = hele, 
b}. 应 用 Polya 基本 计数 定理 5.2. A 即 得 证 本 定理 . 

在 上 面 证 明 中 ,我 们 看 到 VO 的 每 一 种 染色 方式 引出 两 
个 图 X =(V, E) 5X =(V, E), 其 中 E 由 色 为 4 的 边 组 
成 , E 由 色 为 B 的 边 组 成 。 图 头 称 作 是 图 X 的 补 图 .。 RS 
之 , 若 抹 去 图 X 中 的 所 有 边 , 而 将 原来 不 相 邻 的 各 对 点 都 用 边 
相连 , BEX. —SAXASHHA XBW, MARX AB 
A. HERE. St BEM VO 的 一 种 关于 色 
置换 (4, B) 为 不 变 的 染色 方式 的 等 价 类 , 故 由 定理 5.2.C 即 
得 

定理 B. 具有 ”个 顶点 的 (无 编号 ) 自 补 图 的 个 数 等 于 

P(S?; 0,2,0,2, =). 

例如 7 = 4 WS EERE (62044) /24) ear mm l. 这 

唯一 的 自 补 图 见 图 2 所 示 . 
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关于 Polya 方法 在 图 的 各 种 计数 问题 中 的 应 用 , EA 
Harary and Palmer [79]， 图 的 计数 问题 在 诸如 化 学 ,遗传 学 
等 一 类 涉及 分 子 结构 图 形 的 学 科 中 沟 有 遇见 。 Pólya KAB 
应 用 他 所 创立 的 这 一 计数 方法 计算 了 一 类 碳 氢 分 子 结构 的 个 
数 . 见 Pólya [127], Balaban and Harary see a [131] 
及 Gordon [71] 等 . 


5.4.2. Boole 函数 的 分 类 
布尔 (Boole) 函数 在 现代 计算 机 、 继 电器 等 逻辑 线路 的 


”设计 中 有 重要 的 应 用 。 一 个 * 个 变量 的 布尔 水 数 x1,………， 


时 


x.) TORS Zt 到 Z 中 的 一 个 映射 , 其 中 Z= {0,1}, 
Zi ZX Zi XX Zim { (x1, 1 te) |x; € Z2}. 
此 ”个 变量 的 布尔 函数 共有 |Z? | 一 2” 个 .布尔 量 0 与 1 
共有 三 种 基本 运算 : 加 法 、 乘 法 与 取 补 , 分 别 定义 为 1 十 r= 
1,0 十 xz 一 x( 加 法 );1.x 一 x,0.x 一 0( 乘 法 ) 及 0 一 1， 
T=0 ( 取 补 ). 我 们 将 讨论 三 种 最 简单 的 等 价 关系 : (i) 变 
量 取 补 ; 例如 对 fn, xz x3) = r + oes, WIAA fn. x, 
X) xy 十 Xx3 等 与 f(r, r2, x) 等 价 ; Gi) 变量 下 标的 置 
换 , 例 如 认为 fx, x3: x) = ty 十 X3X1 等 与 {Cri #25 xX3) 等 
价 ; (iii) 上 述 两 种 变换 的 复合 ， 如 f(xXi, x3 1) = x, + x33, 
等 认为 与 tn, t2, x3) 等 价 . 

对 于 第 一 种 等 价 关系 , 即 变量 取 补 ,相应 的 置换 群 为 C3: 

SEE eesin) lig m= 0 BK 1}. 

变 元 x (xy, ++, xa) E Z7 经 过 置换 i 后 得 ila, :xs) 
= Cait, oe 其 中 then, oem. BG 4S S 
同 构 ， 从 而 cr 与 Sz 同 构 , 于 是 PCC?) = PC). 应 用 
Pólya 定理 并 (5.3.16) 可 见 下 面 的 定理 成 立 . 

定理 C. n 个 变量 的 布尔 函数 全 体 关 于 群 Cr 的 等 价 类 
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个 数 等 于 
PCCP; 2,2, +++) = (27 + (2" — 1927") /2", 

Pg n 一 2 时 ,个 数 等 于 (2 十 (2? — 1)27)/4 一 7. 不 
难 列 出 这 7 种 等 价 类 为 

{0}, 

{x1%25 XX2, Xiz, X, 

{xis zh, {r Xaj 

{x,Ox2, x1 = x2}, 

{xy ox, Xi 十 Xx2s ty t 8p. X + 2}, 

{1}. 
其 中 ar = mk, + F, (xl = 2) = r 十 zir 

apa 定理 及 命题 5.3.5 可 见 ; 

D. ”个 变量 的 布尔 函数 全 体 关 于 变量 下 标 置 换 
群 5,@1 的 等 价 类 个 数 为 
P(S,@1; 2,2, +++) 
= E (b, 1) (212%) 7 


x (TI pei) 


i=1 \ aii 

例如 ”一 2 时 , 易 计 得 Ph) = Cal + xix2)/2, RA 
(21 十 2)/2 一 12 个 等 价 类 . 易 验 它们 是 

{0}, 

{xia}, {zix} (21%, Hx}, 

{x1, +}, {1r}, {x1 = xa}, {x1, X}, 

{z + 22}, {x1 + xa}, {a1 + za %1 + 2}, 

{1}. 

最 后 讨论 布尔 函数 在 下 标 置换 及 变量 取 补 变换 下 等 价 类 
的 个 数 . 此 时 相应 群 易 见 为 5,@8Ci， 故 有 

ERE. 4 个 变量 的 布尔 函数 全 体 关 于 下 标 置 换 及 变 
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量 取 补 的 等 价 类 个 数 为 
P(S,@C2; 2, 2, ……). 

例如 # = 2 时 , 易 计 得 PC(SJ@ C2) = (rt + 3x9 + Qazi 
2x4)/8, 故 等 价 类 个 数 为 (2 十 3 X22+2Xx23+2 x2)/8 
一 6， FAX 6 个 等 价 类 为 

{0}, 

{ritz 21%), ¥1%25 1X2), 

{x1 Xa Zis Xa}, {XBr2, 11 = x7}, 

{xy x25 41 + 4), Zi + x2, £1 + Xa, 

{1}, 

一 个 布尔 函数 的 重量 定义 为 其 真 值 表 中 1 的 个 数 . 在 上 
E» = 2 的 三 种 情形 下 等 价 类 表 中 ， 我 们 将 重量 相同 的 等 价 
类 排 在 同一 行 ， 从 上 到 下 按 重量 为 序列 出 . 运用 赋 有 重量 形 
式 的 Polya 计数 定理 ， 可 以 计算 出 三 种 情形 下 重量 为 和 的 等 
价 类 个 数 ， 读 者 可 作为 练习 试 算 之 . 

在 Harrison [81] 中 还 讨论 了 在 更 广 的 变量 代 换 〈 即 变 
量 的 可 逆 线 性 或 仿 射 变换 ) 下 的 等 价 类 个 数 ， 


5.5. 纠 错 编码 理论 中 的 码 字 重 量 分 布 问题 


X,Y 为 两 个 有 限 集合 ，G 与 吾 分 别 为 xX 与 Y 上 的 置 
换 群 ,如 前 , 记 Yx ABX SY RRINE. Polya-de Braijn 
定理 虽然 很 好 地 解决 了 Y* 关于 群 的 等 价 类 个 数 的 
计算 问题 ， 但 在 应 用 中 仍 有 其 局 限 苏 ) 它 给 出 的 是 整个 
集合 Y* 的 等 价 类 个 数 ,而 在 某 些 应 用 中 ,我 们 要 求 对 Y* 的 
某 个 子 集 RCY* 计算 其 等 价 类 个 数 ; (i) 它 只 给 出 了 等 价 
类 的 个 数 , 而 未 告诉 我 们 每 个 等 价 类 中 有 多 少 个 元 ;者 ) 对 
于 Y* 的 每 个 等 价 类 ,未 给 出 EF 的 特征 ， 当 然 这 三 个 问 
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题 的 一 般 性 解决 是 相当 困难 的 ， 有 待 于 群 论 方法 的 进一步 发 
展 和 完善 。 本 节 我 们 将 以 纠 错 编 码 理论 中 的 码 字 重量 分 布 问 
题 为 例 , 说 明 群 论 方法 在 上 述 三 种 场合 下 的 应 用 . 

所 谓 纠 错 编 码 是 指 将 一 组 信息 a 一 (a1, aay +, ar) 按 
一 定 法 则 转换 成 码 字 C= (ei, cr tts Ca), EGE C 的 传 
送 过 程 中 所 出 现 的 少量 差错 能 被 接收 者 所 发 现 并 加 以 纠正 . 
这 种 将 信息 字 « 转换 成 码 字 的 过 程 即 称 作 编 码 ， 最 简单 的 编 
码 方式 是 在 a 的 最 后 一 位 后 面 添 加 一 个 奇偶 校 核 位 ， 这 样 传 
送 时 每 一 重 错 将 改变 D2) ci 的 奇偶 性 , 便 可 为 接收 者 所 发 觉 . 


但 这 种 编码 并 不 能 纠正 所 发 生 的 差错 ,对 二 重 错 也 无 法 查 知 ， 
现代 的 纠 错 编码 理论 则 提供 了 种 种 纠 错 能 力 强 得 多 的 编码 方 
” 式 ,Recd-Muller (RM) 码 即 为 一 例 ， 一 般 (ay, +++, a) 及 
Gu 中 诸 分 量 ai, ci 均等 于 0 或 1, 此 时 称 C 中 


3 1 的 个 数 为 码 字 的 重量 ， 对 于 一 个 特定 的 码 字 集合 C, 
玉 出 其 中 码 字 重量 等 于 的 码 字 个 数 称 为 码 字 的 重量 分 布 间 
题 ， 它 与 码 的 纠 错 能 力 之 分 析 有 密切 关系 〈 见 Berlekamp 
[37])， 迄 今 完 整地 求 得 重量 分 布 的 码 类 并 不 多 。 下面 我 们 
将 限于 讨论 RM W. 在 5.5.1 节 中 我 们 将 应 用 Dickson 有 关 
正 交 群 的 经 典 结果 导出 二 阶 RM 码 的 重量 分 布 ; 在 5.5.2 节 
中 则 给 出 了 三 阶 RM 码 的 重量 分 布 的 部 分 解 . 


5.5.1. 二 阶 RM 码 的 重量 分 布 


+ 阶 RM 码 的 定义 在 3.3 节 中 已 有 述 及 , 二 阶 RM 码 
RWX GF(2) 上 形 如 . 


Iers tta tm) 一 > ii 


* 207 « 


| SELON TET Try: | 


时 


十 > Dax + ò. (1) 
k=l 

的 二 次 多 项 式 的 全 体 ,其 中 系数 m 54€ GF(2)。 此 种 多 项 
aa (T) (7) + (2 ) 一 4 个 系数 ,每 个 系数 可 取 0 或 
1, 故 共 有 2 个 码 字 , 它 的 编码 方式 是 将 长 为 《的 信息 字 (ai， 
tta ap) AVE (an, 413s "" "5 by, -+e bms bo) 作出 多 项 式 
(1), 便 得 码 字 C 一 《ci oe, NS én =(f(0), AD) ene I(n)), 
其 中 n= 2" 一 1, 而 当 i 的 二 进展 开 为 i 一 》) ix24 时 , 定 


k=0 

义 tG) = fim- im- tta tis to). AA m = 4 时 ， k= 
11 ,信息 字 (1100…0) 对 应 于 多 项 式 jx， ++, tm) 一 rt 
xx3, 此 时 0) 一 f(0, 0, 0, 0) 一 0， 帮 1) = f(0,0,0, 
1) = 0, +++, (C12) 一 1(1, 1, 0, 0) = 1 等 ,因此 相应 的 码 字 
c= (0,0, ,1, 0, 0)， 若 定义 Iflm 为 40), (1),………， 
f(x) 中 1 的 个 数 , 则 此 例 [rir 十 rrm 一 2" m, 二 阶 
RM 码 的 重量 分 布 问题 即 为 对 《= 0, 1，…，2”, 求 出 
fln =A 的 形 如 (1) 的 多 项 式 f 的 个 数 . 


定义 1. 设 y = (y, SS Ym)» í Vis ae ee A 
变换 T: yee Tx 由 下 式 确定 
RE 


其 中 系数 a; € GF(2), 5 x,y 无 关 , 且 det Ca) = 0, Wl 
称 了 为 可 逆 仿 射 变换 ,简称 4 BHA TT oo OG mes, 
m) 了 时 , 称 工 为 可 北齐 次 线性 变换 , 简称 工 变换 。4 变换 的 全 
体 构 成 GF(2)” 上 的 置换 群 , 记 作 4。。 工 变换 的 全 体 相 应 
记 作 Lm. 

一 个 4 变换 了 既然 作为 GF(2)” 上 的 一 个 置换 , 当 * i 
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及 GEC” kj, y= Tx 亦 然 , 故 由 lile BEXT: fle 
在 变 元 的 4 变换 下 不 变 , 亦 即 若 eG) = gTr) =f), N 
lalm = [fim 例如 T: y = x, y2 = n + r, YẸ tim + rt 
BB pys TH |e + rinle = yle 基于 多 项 式 重 量 
的 这 一 性 质 ， 我 们 分 三 步 来 解码 字 集 合 尺 的 重量 分 布 问题 : 
O 应 用 置换 群 L, 将 R 划 分 成 等 价 类 ， 于 是 每 个 等 价 类 中 
多 项 式 的 重量 相等 ; Gi) 求 出 每 个 等 价 类 中 f(x) 的 一 般 形 
式 《 即 所 谓 典 式 )， 并 进一步 求 出 该 等 价 类 中 多 项 式 的 个 数 ; 
GD) 将 重量 等 于 % 的 所 有 等 价 类 中 元 数 相 加 , 便 得 出 满足 
lln =A 的 多 项 式 卫 个 数 . 

在 这 一 问题 中 ,我 们 所 要 划分 的 不 是 m 个 变量 的 多 项 式 
全 体 , 而 只 是 它 的 一 个 子 集 RR; 我 们 还 需求 出 每 个 等 价 类 中 元 
的 个 数 及 其 特征 ， 这 便 是 我 们 在 本 节 开 始 时 所 提 及 的 三 个 方 
E. 为 了 完成 Q), Gi) 两 步 , 我 们 引用 Dickson [56] 中 的 
两 个 经 典 结果 : 

EMA. ER, 若 f 的 二 次 项 系数 不 全 为 零 ， 则 总 
可 经 变 元 的 工 变换 化 至 下 面 的 几 种 典 式 之 一 : 


Via yaya 十 十 yr- + a, (3) 
Yaya 十 Yaya H oe Hyena + Yri + Yr +B, (4) 
V2 E ?3y4 十 … 十 Ve 十 yzr+l + Y. (5) 
其 中 a. bp,y 一 0 或 1, rl, 
今 记 
Di, = WV + yaya toot E V2, (6) 
Dr = yiyi E yaya 十 E Yra 
十 Yr- + Yr +1. (7) 
定义 2 一 个 多 项 式 f(x) 若 满 足 
1(x) = f(T), (8) 


则 称 (Ce) 在 变换 T 下 不 变 ，(8) 式 也 可 写作 Tht. 
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如 前 所 述 ,使 得 f 不 变 的 Te 工 。 之 全 体 构 成 一 个 群 , 记 
fe GG), 其 阶 |G)! 记 作 JO. 


€B. 使 得 Bw 不 变 的 工 变换 z 一 2 ajy; G= 


1, 2,…… ,7) 的 个 数 等 于 
N(®,) 一 2(02 — 1)(4"! 一 3 (4 一 1)4, (9) 
N(®,) 一 2(27 + Se — 1942 -(4 — 1)4. (10) 
今 证 
命题 1 * 个 相互 独立 的 线性 式 
yi = >) air; + oio (i= 1, 5) 


了 一 1 


共有 

2(2” 一 1)(2” — 2)+++(2™ — 2) 

= 2SH ( 2m ES 1)(2”-1 zs 1): s (27 2 1) 

组 ， 而 当 要 求 oo 一 4 G=1,2,--+,5) 时 共有 (2 一 1 
《27 一 2),…(2" — 27) 组 . 

实际 上 ,选择 y= >) ajx + we IN, oe 可 任意 选取 ， 
Ois "Cl 只 需 不 全 为 零 ， mH LA 2(2” T 1) 种 取 法 。 一 般 
当 yis tts Ya 取 定 后 ,选择 on 时 , OR+1,0 随意 ， 而 Cogs, 1> 

> Artom) 的 选择 只 需 不 是 > nC -t aim) BUA, 故 


共有 2(2” 一 2%) 种 取 法 . 
推论 ， (iD | de] = Q 一 1 一 2 a” 
TED; (11) 
Gi) |Le] = 2” — DO” — 2)++-(2"— 2"); (12) 


Gii) HO, = 1,2) 不 变 的 工 变换 TEL, OF 


数 , 亦 即 JCP.) A 
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ID) = NCP yp )(2" — 27) ++ C2" — 2") 
(¢=1, 2). (13) 
(13) 式 可 从 NP.) 的 定义 及 命题 O) 直接 推出 , 式 中 
因子 (2” 一 2)…(2” 一 2") 相应 于 变换 了 中 tray ore, 
zm 的 不 同 取 法 . 
命题 2。 RES oO, 关于 置换 群 L, 为 等 价 的 多 项 式 
个 数 等 于 
ted = (2 — 2” Hyer So NCE, 
(= 1,2). (14) 
此 式 可 从 (5.1.14) 及 (12),(13) 推 出 。 至 此 , 我 们 便 可 给 
出 二 阶 RM 码 重量 分 布 问题 的 完全 解 . 
定理 C。 (i) 在 二 阶 RM 码 R 中 , 非 零 码 字 多 项 式 
fri, +++ Xm) 的 重量 必 取 
2m- 十 g2™-1-r (e = 0. 1 R-1,0<+r<[m/2]) 
形式 . 
G) 重量 为 2"… 十 2°" 的 码 字 个 数 等 于 
2 — 1) Q77 — 1): Oe 一 D (15) 
CES ee el) 
BEA 2 一 2 的 码 字 个 数 同上 (No = 1). 
Gi) 重量 为 2 ne eee 


m/2) 


N=2 (2ra 一 3 N,). (16) 

w. AM g={/+1h, igla = 2” — Ifl,a» AEEA 

2 十 w 的 码 字 个 数 与 重量 为 27 一 多 -的 码 字 个 数 相等 . 

又 |fl,=0 当 且 仅 当 了 一 0， ey eer 
0< fla <2" 的 码 字 多 项 式 ， 

F FER 的 二 次 项 系数 不 全 为 零 , 则 由 定理 A, f 必 可 经 

工 变换 化 至 (3),(4) ,5) 三 种 典 式 之 一 .但 易 计 得 |O1, 一 


“211 


N, = 


| SELON TET Try: || 
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[Pr |, 27> — 2", MG) ARR f ZEBRA, K 
有 结论 G); 此 外 可 见 : A [fla 2b — 2m, W 
化 至 0, 或 r 形式 、 再 由 (9),(10) 及 (14) 式 可 见 重量 为 
2 一 一 2 的 多 项 式 个 数 等 于 
(2 — 1)(2™ — 2)+--(2" — 27-4) 
x (NO) + ND). 
_ 62" — DQ" — 2): a — FT) 
2C4771 一 1)4 + -(4 — 14 


i 1 
:0 oe) 
= (15) 式 的 右边 . 

当 fe 二 次 项 时 ，f 必 可 经 工 变换 化 至 0,1, 或 
nta 三 种 形式 之 一 , Intel, BRET I7', 故 在 
0< [fle <2" 时 , 剩 下 的 情形 必 为 | 州 。 一 2°". BERR 
中 全 部 码 字 的 个 数 等 于 EH 一 Dimov AAC) 
ARU. 

定理 C 系 Sloane and Berlekamp 在 [144] 中 首先 得 出 ,但 
推 证 较 长 。 此 处 证 明 利用 了 Dickson 的 一 个 经 典 结果 , 故 推 
证 比较 简短 . 这 一 证 明 的 思想 是 McEliece 所 指出 的 ”. 


5.5.2. 三 阶 RM 码 中 一 类 码 字 的 计数 


尽管 现 有 的 文献 对 各 种 域 上 二 次 形 的 分 类 已 有 相当 丰富 
的 论述 ,但 对 三 次 形 的 分 类 迄今 的 结果 极 少 , 因 此 当 我 们 运用 
上 节 中 的 方法 于 三 阶 RM 码 的 重量 分 布 问题 时 ,只 能 得 出 部 
分 的 结果 . 

下 面 我 们 用 R 表示 GF(2) 上 三 次 多 项 式 Kerer 
1) W McEliece 的 工作 未 能 查 到 ,本 节 证 明 系 作者 据 这 一 思想 推演 得 来 、 
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Xm) 一 2 orexixixk ta 的 全 体 . 在 Kasami and Tokura [94] 
中 证 得 

定理 D. 若 FE Ri, 0 一 | 州 。 生 2” 一 ， 则 经 变 元 的 4 变 

换 可 将 f 化 至 下 列 典 式 之 一 : 

Pi 一 W273 + )4y5j6y 

Pr = yyy 十 yp5 十 十 yzyosD。 
HEE ([9,|,, 一 27 — 275, |Ø, 一 20-2 一 2-7, 

由 此 定理 便 可 进而 推出 三 阶 RM 码 中 满足 0 < |fl.< 
277 的 各 类 码 字 的 个 数 . 为 叙述 简单 见 , 假定 m > 7, 此 时 
便 有 

THE. 以 Ne 记 三 阶 RM 码 中 重量 为 的 码 字 个 
数 , m >7, 则 当 

0 < fflam < 2” (17) 
RY, If], BHR wC) 一 27-27 — 2" 形式 , 其 中 1 ;过 
[Cn — 1)/21, B 
N ma = 23 Q” — DR” = DO"? =1) 
-De-i -— 1) 
a 24 Q7 DRI 1) Ort) 
DAP Ske 17 
3 2” — DR 1) e r 1 
ii Po x 
i Cs Dal 
(人 一 1 全 一 1) (4 一 了 
(G =? R r24). (18) 

对 于 fle = 2"? WIGS, WA BBLS), [16]. 

EAF. # JER, [fla = 27, Mf 可 经 变 元 的 4 变 
换 化 至 下 列 典 式 之 一 : 

Dy, = yiyi 二 yay4 + oe E yeaa) 


N mwi) 


N miwir) 
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E= yyy + ys (N= + 1), 

P3 = yao H yy3ys 十 V2v3Ve> 

Wa 一 V7 十 Visa + y2ysy6。 
其 中 当 ? 一 工 时 约 记 Sn = yr. 
于 此 定理 便 可 进而 推出 

定理 G。 在 三 阶 RM 码 中 , BE m2"? 的 码 字 个 
数 等 于 


4 


Nm = >, Nis 


其 中 


{lm/2] 
Ni 一 >» [Sm + yaya 十 H Yada) 


k=l 
(m-1)/2] 


22(2” 5s 1) (pa paar 2i) 


(2m Z 1)(2”-2 ous! 1): i. (2m2 —] 
(4 —-)@—-1)--- 4 


23 i oe moi, 
-Z are D) 


Nz = [Sm(¥2) | 
mA) Grae t=), 

N= [Sm(s) | 
~ (20/3) 2" — DO ~ 1) GF 1), 

N, = [Ss,.( Wo) | 


= (25/3) 2" = 1) — 1) (2 1). (19) 

而 Sal WRR fa SOS ATK 
作为 对 结果 的 一 个 验证 ,分 别 取 m 一 6, 7: 当 m = 6, 
Ny = 22+3+5+7+31-353, N, 一 2937-57-31, N= 2", 23, 
5+ 7231, Na = 0, BK Nma = Ny + Ng + N3 + Ny mm 23.53 


。214 。 
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7-312.33; 4m = 7 I, Ny = 22-3-52-7-127-1741, ÑN, 一 28 
3-5-7231 +127, Ng 一 20.33.5.71.31.127、N4 一 215: 32-5 +72 
31-127, W Nma = Ny + Ng + Nz + Ng = 2335.711% 
19.127.283。 此 与 用 电子 计算 机 铎 出 的 已 知 结果 一 致 .(m 一 
6 oane and Berlekamp [144], m = 7 见 Sugino cf ai.[149].) 
由 定价 G 还 可 以 导出 m = 8 时 的 三 阶 RM 码 的 重量 分 布 ,这 
是 迄今 未 获 完 全 的 重量 分 布 的 三 阶 RM 码 中 ,参数 最 小 的 
一 组 . 

定理 D 一 G 的 证 明 都 比较 长 , 限于 篇 幅 , 我 们 仅 以 (19) 
之 证 明 为 例 说 明 推 导 的 方式 . 

如 前 ,我 们 用 SY) | 表示 可 经 变 元 的 4 变换 


? 


y; = >) Hit) + aio Gel, 2, *:,7) (20) 
j=l 


j= 


可 化 至 Y, 的 多 项 式 fOr, …， x) 个 数 ,而 用 1G,(%) | 表 
示 使 得 @4 不 变 的 4 变换 (20) 的 个 数 。 仿 (14) 式 之 证 易 见 
[Sa ED] 一 2(2™ 一 1) C2" — 1)/1G6( |， 
故 为 证 (19) 式 只 需 证 明 
命题 3。 | G17 + 18394 十 Ysy) | 一 372P. 
证 . 设 l 
ye oytoo Gel, 7) QD) 


j=l 
使 得 Wy 一 Jiyzyy + yiyaye 十 2y5ye 不 变 , 亦 即 
yayay 十 yay3y4 + yay5ye VIN + yy3y4 + yyy6. (22) 
比较 两 边 Vivey7 G — 1, 2, EATS 5) 前 系数 可 得 


O% Ay C36 37 Big Oy 
Oy; + a; 
Ong On Qs a7 We An 
Ose sy Oi Cy O16 Oy 
+ az; i 
C66 Aer O O47 036 OF 
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i 
ay Ay A% Qy 
+ s; + Os | 
: Oo o 057 | 
Ais hy 
+ o; =0 
Ay Œ 


因 当 #™6,7 时 上 式 同 样 成 立 ， 故 上 式 对 r= 1; 2; ews 
均 成 立 , 于 是 由 变换 (21) 的 非 奇 性 ，detC&i;) 关 0, 可 见 


aig O17 æi = yy O% Ay 
= = 

O Oa 236 037 O66 Oe 
. O% Qy Big 7 

= == 0, 
056 Obs7 Ay dy 


用 类 似 的 推理 可 证 : 若 {r,s } JE {1,3,4}, {1,2,7}, 125 
5, 6} 中 任 一 的 子 集 , 则 


a; a; 
ir is = 0 


Bip js 
(G, i) = (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 5), (2, 6)), 

(23) 
SE æy = l, 则 由 


QB3 Ay QM Qi 015 O17 
= : 
0,3 10Qi4 0i7 Qis Oi7 
16 17 
一 0 G=2, 3, 4) 
026 Q7 
可 见 阵 
° 
03 Oy Qis 06 217 
b 003 eoleeeses Qn 
A= 
ag tt tees Oy 
ayy tees ay 


之 秩 数 为 1 ,此 不 可 能 .因由 Laplace 展开 定理 易 证 ,一 个 7 
阶 非 奇 阵 不 可 能 有 4 < 5 阶 秩 为 1 的 子 阵 ,) 因 而 ow = 0, 同 
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MA ua 一 1， 则 由 
œr 213 Qe CB 015 %3 
Q; 03 Aig O53 Qis 3 
az QB 和 
= =0 Ci = 2, 3, 4), 
Qi2 3 
可 见 阵 
Co &3 @5 ge Hy 
Qn ` . Oy 
ay ate Oy 
æn tet oa 


之 秩 数 为 1, 此 同样 不 可 能 。 故 ws 一 0. 由 对 称 性 相仿 可 证 
Oy = ys = Og = ag = Oy = as = ay = 0. 
同样 , 若 oy = 1, 则 由 


033 Ob Oy bz = Q3 O37 æ% CQ37 0 
= 一 一 
3 


043 Qy C44 ay CQ45 Olay Q Oy 


可 见 Ca, Au, 0355 az, Ox) Æ (0435 O44, O45» O46 5 47) 相关 。 
因 已 证 得 mr =o, = 0 全 一 3, 4，…，7)， 故 又 将 得 出 阵 
4 之 秩 数 等 于 1, 此 不 可 能 , 故 os 一 0。 由 对 称 性 同样 可 证 
ay = d; 一 dg = 0, 综合 所 得 , 即 有 
oy; = ag = (ji =3, 4,5, 6,7), 
a= 9 (i= 3,4,5, 6). (24) 


再 由 阵 C) TP At. BU DL 


033 Ay 035 A% 


æi QL Qag ee otne 046 
= =a, = 1 (2 5) 

æn 022 3 AE S Og 

O63 "tt Weg 
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By s 


一 0 及 os 一 0 得 aus 一 0, 相仿 讨论 可 得 


on103 = ol104 = Onas = oll046 一 0, 
420633 = 02043 = Onay = anty = l, (26) 
021055 = 02106 == anas = 021066 = 0, 
022053 = 022063 = 022054 = 022064 一 0。 


今 设 a 一 1 ( 当 on 一 1 时 ,由 对 称 性 ,讨论 相仿 )， 此 

时 由 (26) 得 | ” “| 一 %, 故 由 (25) 得 apa 
Aas hag, 43 

=], TA ox, an 以 及 as, os 中 至 少 有 一 个 +0. 再 由 


035 033 O34 


Qss eg 


Qu a 
(26) 得 见 an= on 一 0， 由 此 | "| -1. 复 由 (26) 
Ay an 
apy | 053 Os 2 
二 0。 综合 所 得 即 
063 Ce 
有 
Be T 
m Ap 0 1 ? 
033 34 = 055 Œ% i 
C43 Ong 065 eg ° 
035 Q 
ia “| = | “| =o, (27) 
Oas O46 063 Oey 
Sik ayo = 0. ARMA ao = 1 = Y AAT yyy 一 


NIV) GAE W = yy Vat yyy) ER BY 
能 . 因 可 证 [71998 | 一 2 E LE, AD 191929799596 m 必 
为 2 的 寡 次 ， 两 者 不 可 能 相等 。 实际 上 , 一 方面 yyy 十 
yaysyelm = 9193m 十 }y2ysyels — 2 1 yy3yay2ysyelm = 27+ 
2" 一 2.27 == 2m? 一 2m5; 另 一 方面 [yy3y4 十 ays Vel m= 
lyy t Win = yyl 十 | 于 | 一 lyya | p=" 
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27-2 — 2] yayay E mo WE IIE ln = (1/2) (C23 42777) 
一 (2 一 一 27 习 ) 一 2 十 2” 由 上 述 矛 盾 知 wo 一 0. 
同 理 可 证 cx = 0. 

再 比较 (22) 式 两 边 yyy: (一 3, 4,5, 6) 前 系数 可 得 


32-033 Q3 Qa 
073 一 > 074 一 > 
On haz, CQ42 ay 
Qs Os CQ51 As 
0 一 > % (28) 
Qe Qe3 C61 les 


比较 yy 与 yy 前 系数 可 得 


033 Qa + o3l Qy æ% oa 


= 0330043 5 =| 034044。 
243 tag F O Oy Ogg 十 æy 
s 033 %43 z 
注意 到 一 1， 由 上 两 式 联 立 便 可 解 出 
034 O44 

033 01330043 

© æy + o3l 一 = apaylla + Oy), 
234 34044 

(29) 

J 033043 %43 

Ay 十 a4 一 一 earn 十 ay). 
034044 A 


但 az, oy 不 全 为 零 , 因 而 azau = 1 十 a3 十 au, 同 理 azan 
== | + ag + ag, dydy =m 1 + ay + on， 代入 (29) 式 便 可 得 
出 ca 十 oa 一 1 + ag + oa. 同 理 可 得 ap 十 a 一 l agt 
aw。 再 比较 (22) 式 两 边 y2ys 及 y2y。 前 系数 ,同样 方式 可 推 
知 dso, Geo 之 表 式 . 合 写 在 一 起 即 


Oxy = 1 + Gy + 033 + Oy, 
ay = 1 + oy + ap + au, G0) 


as = 1 + da + ass, + æ, 


Ogg = 1 + at 十 aks 十 ds. 
又 比较 (22) 式 两 边 yz 前 系数 可 得 
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32 ag Qs sg 


Wt o 


000 一 F 


C42 Gag 
十 an + an 十 tyty 十 Ata 
十 anan 十 æ 十 s1061 十 05la62。 
将 (30) 式 代入 

Og = züy 十 Oho, 


32 O33 十 oa4| 051 Oss 十 Qss 


(31) 


+ 


Ay Op “ay ool gs 十 ael 
综合 所 得 , 即 见 变换 (21) 形 如 

m= > 

y= Y2ə 

y3 = 1 + ayy, + ayy, + Aay + Guys, 

Ve l F agyi + Oy, + apys 十 oky4; 


ys = 1 + ayı + One 十 Qssys + asye» 
ys =] + Oe Vi + e242 F 065》5 + cb6y6， 
A — 之 Oxy æsj an gaj 
yy = anyi 十 ozzy2 + ys Y4 
42 Ag On 044 
05) = O51 
+ i Ye + Y7 
Q61 Qes Del Oss 


+ (ünn + üsta)» 
以 及 yi y y= INVER. Eiei BR, ans 
52 (i= 3,4, -+°,7) FE LONE ; 而 oa， 435 C34> diay 应 


选择 使 得 | 以 有 《2? 一 1) (2: 一 2) 一 6 种 取 
0043 Oy 

法 . 同样 ,as 0 ass ou 也 有 6 种 取 法 。 表 注意 到 | ” 

21 22 


有 |[， ”| 及 | 。 ，|] 两 种 取 法 ， 可 见 使 得 w, KENEH 
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(22) 之 个 数 为 
| G91y297 十 yyyay4 + y2ysye) | 
= 2 X 6 X 2! = 3? X23, 
证 毕 。 
因 f+ iln = fle RHLRER A, 为 了 定 
出 三 阶 RM 码 的 完全 的 重量 分 布 ,我 们 尚 须 求 出 当 的 重量 
满足 
2m2 < | flee 207? 
时 相应 三 次 多 项 式 的 分 类 及 每 个 类 中 元 的 个 数 。 这 是 一 个 迄 
今 未 决 的 问题 ,任何 这 方面 的 进一步 结果 无 疑 是 很 有 价值 的 . 
关于 其 它 码 类 的 重量 分 布 间 题 ， 迄今 对 所 谓 自 对 偶 码 的 
研究 居多 ( 见 Berlekamp et al. [38], MacWilliams ef al. [108], 
Malloms and Sloane [109])， 因 为 此 时 码 字 的 重量 分 布 有 其 
种 确定 的 不 变性 。 另 外 , 对 应 用 很 广泛 的 BCH 码 的 重量 分 
布 问题 ,也 有 不 少 工作 , 特别 是 Crer 在 [54] 中 证 得 ， 
BCH 码 的 重量 分 布 浮 数 在 极限 状态 即 为 正 态 分 布 。 有 关 这 
方面 的 结果 ,在 此 就 不 再 详 述 了 ， 
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BAH 计算 机 算法 
6.1. 两 种 遍 数 性 质 的 算法 


在 运筹 学 等 各 个 应 用 数学 分 支 中 ， 有 一 大 部 分 搜索 问题 
和 极 值 问题 可 叙述 成 下 面 的 形式 : 给 出 一 个 有 限 集 合 X 一 
{x 22 tty imho 要 求 找 出 X 中 的 一 个 (或 者 所 有 ) 具 某 种 特 
定性 质 的 元 *。 这 里 的 “特定 性 质 * 可 以 是 x; 应 满足 的 一 组 
条 件 , 也 可 以 是 使 得 某 个 目标 函数 f(x) 达到 极 泛称 
为 搜索 问题 ,后 者 泛称 为 优化 问题 。 

对 于 搜索 问题 ,最 直 捷 了 当 的 解法 自然 是 逐个 检验 各 ti, 
看 是 否 满足 所 述 条 件 ? 将 满足 条 件 的 诸 元 逐一 筛选 出 来 , 对 
于 优化 问题 也 相仿 ， 例如 要 求 使 f(x) 达 最 小 值 , 先 求 出 
I), AERE x;)， 两 者 比较 留 下 较 小 的 一 个 , 再 与 
Hrs) 比较 ,如 此 反复 .这 种 最 原始 的 遍 数 性 质 的 算法 虽然 简 
单 , 但 因 要 求 遍 访 X 中 的 每 个 元 ,工作 量 之 大 常常 无 法 付 庄 实 
现 。 因 为 一 般 |X| 的 数量 级 常 与 n) R m EE a") H 
4 4 n BAW 2} 或 m” 急剧 增长 ,即使 > 不 大 ,zl mE 
已 如 天 文 数字 之 巨 。 例如 50!1 ~3 x 10% x 10°, 100) = 
10% x 108。 即 使 是 现代 最 高 速 的 每 秒 可 运算 上 亿 (105 次 的 
电子 计算 机 也 对 之 自 叹 莫如 。 由 于 这 一 原因 , 人 们 努力 寻求 
各 种 能 结合 具体 问题 的 特点 来 求解 的 更 有 效 的 算法 。 近年 
来 , 随 着 计算 机 算法 研究 的 深入 ,也 的 确 提出 了 许多 行 之 有 效 
的 算法 。 但 尽管 如 此 , 遍 数 性 质 的 算法 依然 占有 相当 重要 的 
地 位 。 这 是 由 于 实践 中 遇 到 的 问题 通常 很 复杂 , 有 许多 问题 
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迄今 仍 无 行 之 有 效 的 算法 《有 些 问 题 甚 至 可 以 证 明 不 存在 一 
种 “有 效 的 ”算法 ), 仍 需 仰 例 于 遍 数 性 质 的 算法 。 此 外 , 我 们 
在 研究 某 个 问题 或 探索 某 种 算法 的 初期 ， 也 常常 需要 引用 凯 
数 性 质 的 算法 所 得 出 的 结果 作为 印证 ， 因 此 有 必要 研讨 某 种 
遍 数 的 技巧 。 本 书 介绍 的 “顺路 返回 ”算法 与 “分 枝 定 界 ” 算 法 
就 属于 这 种 遍 数 性 质 的 算法 。 前 者 用 于 求解 搜索 问题 , 后 者 
用 于 求解 优化 问题 。 

“顺路 返回 ”算法 与 “分 枝 定 界 ?算法 的 共同 特点 是 设法 赋 
予 集合 X 以 一 种 树 形 结构 , 如 图 1 所 示 . 树 中 的 每 个 “ 叶 点 ” 
a, b,c, e 对 应 于 集合 X 中 的 各 个 元 x. 在 算法 进行 的 过 
程 中 , 我 们 从 树 的 “ 根 点 ”o 出 发 , 沿 着 某 个 分 枝 往 下 走 . 每 


1, 
到 达 一 个 分 校 点 ,我 们 面临 数 个 分 校 可 供 继续 前 进 时 的 选择 ， 


须 作 出 某 种 判断 ,选择 一 枝 “ 印 象 ” 较 好 的 分 枝 继 
续 前 进 ;或 者 认定 继续 前 进 已 无 必要 ,返回 到 前 面 的 某 个 分 梳 
点 ,从 该 点 开始 沿 另 一 分 枝 前 进 。 如 此 反复 ,直至 找到 一 个 符 
合 要 求 的 时 点 ?为 下。 


6.1.1.“ 顺 路 返回 "算法 


这 一 算法 的 目标 是 找 出 集合 X 中 满足 某 种 条 件 的 所 有 
元 。 在 算法 的 进行 过 程 中 ,每 到 达 一 个 分 枝 点 Gik), R 


。223 。 


| 


们 恨 据 条 件 的 要 求 ， 列 出 能 够 继续 前 进 的 所 有 分 梳 Gee 
kla), Giet "hsy),，*……，。 从 中 任 取 一 枝 前 进 。 当 这 种 分 枝 不 
存在 时 , 则 顺 着 来 路 返回 到 前 一 分 枝 点 Giek), BAZA 
ace: Gij-+-kl) 摸索 前 进 。 一 旦 抵达 某 个 叶 点 las 

* 45-14.) 后 , 记 下 与 之 相应 的 x X, 然后 再 顺路 返回 到 
人 BBR Caan tas), 选择 合乎 条 件 的 另 一 分 枝 〈 如 果 
ERRAR NEE EID MEA, 直到 “ 山 穷 水 尽 已 无 
we A Stk. 

这 种 遍 数 技巧 与 不 假 思索 地 遍 访 每 个 元 EX 的 最 原始 
的 算法 相 比 , 其 优点 在 于 : 它 使 我 们 能 早期 识别 出 一 类 不 满 
足 条件 的 元 , 用 不 着 辛 辛 苦 藻 走 到 叶 点 才 发 现 走 错 了 路 。 这 
样 ,在 其 个 分 枝 点 (aia2"……an) 就 能 及 早 回头 ,不 用 再 去 拜访 
形 如 (aar arag an) 的 所 有 时 点 。 省 去 了 不 少 的 工作 
E. 

在 设计 相应 的 计算 机 算法 时 ， 我 们 将 每 个 叶 点 表示 成 
(40), 4(2), +++, Aa 的 形式 , 于 是 每 个 部 分 向 量 
(AQ), +++, 4(%)) 便 表示 一 个 分 梳 点 。 每 到 一 个 分 枝 点 
(AQ), 2, Alk 一 1))， 我们 首先 求 出 可 选 作 AQ) 的 所 
有 值 hst is， 并 将 这 些 值 连同 其 个 数 4 存放 在 一 个 栈 中 
(图 2)， 然 后 取出 栈 中 最 后 一 个 元 8C) 一 4， 它 指出 了 可 选 
fe Ak) 的 值 的 个 数 。 车 4 0, 则 取出 SG 一 1) 作为 


S$(1)SC(2) SCh+1) S-S) 


HEW ACI) 的 本 PRIA MEN A) B hma tit 
图 2。 栈 的 形式 
4(k) 并 将 4 减 1 送 到 已 空 出 的 位 置 SC 一 1D) 中 。 若 9 一 0， 
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则 继续 取 SU 一 1) 中 存放 的 4 一 1) 个 数 , 重复 上 述 过 
E, 直至 获得 一 个 完整 的 向 量 《4(1), .…, 4(n)), 输出 后 
继续 上 述 过 程 . 

下 面 我 们 以 图 的 染色 为 例 ,说 明 这 一 算法 的 执行 方式 . 

ee C= {1,2, =, p} Armes 
成 的 色 集 合 。 若 将 G 的 每 个 点 i 染 以 色 Gec, 使 得 图 中 相 
邻 的 点 具 不 同 的 色 , 则 称 此 种 染色 方式 为 适当 的 染色 。 图 3 
表 出 了 一 个 图 的 适当 染色 与 不 适当 染色 . 


1 2 I + 
2 i 2 3 


适当 染色 不 适当 染色 


图 3. 适当 染色 与 不 适当 染色 


今 用 顺路 返回 算法 求 出 图 G 的 各 种 适当 染色 的 方式 .为 
此 假设 图 G 由 下 面 的 矩阵 A = Ca) 给 出 : 
nal 若 点 i 和 i 在 G 中 相 邻 ; 
” lo, 车 点 i 和 i 在 G 中 不 相 邻 . 
又 以 CG) 表示 点 i 的 染色 ,此 时 相应 的 树 形 图 的 每 一 分 枝 
点 对 应 于 图 G 的 一 种 部 分 染色 方式 (CA), C(2),…， 
C). 作为 规格 化 的 染色 方式 ,我 们 取 定 C(1) 一 1， 亦 即 
各 种 染色 方式 均 将 点 1 染 以 同一 色 1。 由 问题 的 要 求 可 知 ， 
EIERENS A (CA), CQ), +, C(% 一 1)) 后 ,满足 
下 列 条 件 的 任 一 色 i 均 可 取 作 第 点 的 色 CCA): 
(i) 1<i<p; (ix CG), HHI<j{<k—-1,8 
4, = 1, 
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下 面 是 相应 的 算法 ,其 中 4 为 主 程序 部 分 ,B 为 子 程序 部 
分 ; C), ali, 7) 的 意义 见 前 ,3S(G)》 表示 栈 中 第 i 个 位 置 
WAR, | 表示 栈 的 当前 长 度 。 另外 用 wG) 表示 色 i 的 特 
征 值 ，w(i) = 1 表明 色 i 可 以 选用 ，w(i) 一 0 RHA 禁 
FA. 
染色 算法 B. GEH C(%) 的 各 种 可 行 值 并存 人 栈 中 .) 
Bl. 若 & 一 1 去 B2, 否则 去 B3. 
B2. 1 一 S(1), S(2), 2 一 71, 返回 ( 主 程序 4). 
B3. X i=1,2, sses ph 1—> w(i). 
B4. M$ i=1,2, +, k —1, SEAR BS. 
BS. Æ ali, k) = 1, W 0—> wlc) Æ aG, k)=0, 
不 做工 作 . 
B6.1—>M. 
B7. 对 于 i 一 1,2,.…, 上 pp 完成 B8, 
B8. Æ wli) =1, W 17+ 1—1,1: >S); ġġ oD = 
0， 不 做 工作 . 
B9.1—-M—>S(1+1),/ +17, 
B10. 返回 . 
说 明 。B1: 判别 是 否 算法 开始 ? 
B2: 形成 栈 中 初始 量 , 5(1) = C(1)=1, (2) 一 
如 一 1 及 栈 的 当前 长 度 ?1 一 2. 
B3 一 B5: 将 与 点 相 邻 的 点 i 上 已 染 之 色 CGE) A 
为 禁用 。 
B6 一 B8: 将 可 用 之 色 存 中 栈 中 SC +1), SQ 十 
2), e, SU +4) 处 ;修改 栈 的 长 度 I +g 
一 > 了。 
Bo: 将 新 存 人 栈 的 色 的 个 数 4 存 人 SQ 十 1) , 修 
改 栈 的 长 度 I 十 1 一 /7。 
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A. (ERI). 
Al, 1>k, 01, 
42. 转子 程序 B. 
43. SI) >q, 1—1—1. 
A4. 若 9 一 0, 去 45; 否则 去 47. 
45. k —1—>k. 
es k= 0, 算法 执行 完毕 ;否则 去 43. 
A7. SA) > C(A), q — 1— SQ). 
48. Hk=n, 去 49; 否 则 去 410. 
AS. 输出 CA), C(2), +, Ca), 去 AB. 
410. RH 1k, $ 42. 
WHP. 41: 形成 初始 值 . 
42: 转子 ,形成 本 次 Ck) WATT. 
43,44: 判 本 次 可 行 值 个 数 4 是 否 为 零 ? 
45,46: 若 4 一 0, 则 返回 上 一 分 枝 点 .( 当 上 一 
分 枝 点 编号 为 0 时 ,算法 结束 .) 
47: 若 4 关 0， 取 出 一 个 可 行 值 . 
48,49: 是 否 到 达 “ 叶 点 ”? 若是 输出 结果 ,否则 
十 1， 去 下 一 分 校 点 . 
下 面 是 用 初级 会 话语 言 BASIC 书写 的 程序 . 
10 REM COLORING THE VERTICES OF A GRAPH 
12 READ P, N 
14 DIM W(P), C(N), A(N,N), S((P + 1)*N) 
16 FOR 7 一 170N 一 1 


18 FOR J=I+1 TON 
20 READ A(I, J) 

22 NEXT J 

24 NEXT I 
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LET K = 1 
LET L=0 
GOSUB 100 
LET 0 =S(L) 
LET L=L—1 
IF Ọ GOTO 44 
LET K=K—1 
IF K GOTO 32 
GOTO 300 
LET C(K) = S(L) 
LET S(L)=0—1 
IF K ~N GOTO 60 
FOR I=1 TON 

= PRINT C(I); 
NEXT I 
PRINT 
GOTO 32 
LET K=K +1 
GOTO 30 


REM SUBROUTINE 

IF K— 1 GOTO 112 

LET S(1) =1 

LET S(2) 一 1 

LET L=2 

RETURN 

FOR I =1 TOP 
LET W(1) 一 1 


Q 
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116 NEXT 1 

118 FORI=1TOK—1 

120 IF A(I, K) =0 GOTO 124 
122 LET W(C(1)) =0 

124 NEXT I 


126 LET M=L 
128 FOR I1=1 TOP 


130 IF W(1) — 1 GOTO 136 
132 LET L=M+1 

134 LET S(M) =1 

136 NEXT I 


138 LET SM 十 1) 一 M 一 了 
140 LET L=M+1 
142 RETURN 


200 DATA P, N . 
202 DATA ACI, 2), AC, 3), ++, ACL, N), 
A(Q2, 3), see, ACN 一 1,N) 


2 


300 END 


最 后 顺便 一 提 的 是 ， 图 的 染色 问题 是 图 论 中 所 研究 的 一 个 重要 课 
题 ， 它 在 日 程 表 安排 、 逻 辑 线路 故障 检查 等 实践 问题 中 都 有 应 用 CL 
Akers[20], Cadogan [46]，Garey [66], Neufeld, eż al. [117]). 在 理论 
方面 , 则 有 著名 的 “四 色 犹 测 ”:; 每 个 平面 图 都 可 以 用 四 种 色 使 图 中 各 
点 适当 地 染色 。 所 谓 平面 图 是 指 可 以 在 平面 上 画 出 来 , 使 得 各 条 边 互 
不 相交 的 一 种 图 ,四 色 猜 测 ” 在 数学 史上 极为 有 名 ，ore 在 [122] 中 曾 
将 此 猜测 与 数论 中 的 Fermat 大 定理 及 Riemann 假设 并 提 为 三 大 数学 
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难题 ， 这 一 问题 从 大 约 1852 年 提出 至 今 悬 而 未 决 达 一 百 二 十 余年 ( 见 
Saaty [140])》， 直 罕 最 近 ，Appelt!51 与 Appel and Haken” 才 宣 称 : 
他 们 借助 于 现代 高 速 电 子 计算 机 最 终 证 明了 四 色 猜 测 的 正确 些 ， 为 此 
花 了 近 二 千 个 计算 机 小 时 。 四 色 猜 测 长 期 以 来 得 不 到 解决 的 原因 之 一 
是 所 需 讨论 分 析 的 对 象 其 数量 极为 浩 繁 , 在 作者 看 来 ，Heesch [85] 的 
出 现在 解决 四 色 猜 测 方面 是 一 大 转折 点 。 Heesch 第 一 次 展示 了 用 计算 
机 得 出 的 一 大 批 “ 可 约 结构 ”、 指 出 了 时 计 算 机 解决 四 色 问 题 的 巨大 可 
能 性 . ps ey O 
出 现 的 一 类 图 形 。 多 年 来 不 少数 学 家 致力 于 寻求 各 种 可 约 结构 ， 以 图 
最 后 证 明 : 每 个 平面 图 至 少 包 含 一 个 可 约 结 构 ， 由 此 便 可 推出 四 色 猜 
测 的 正确 性 ， 但 由 于 一 个 可 约 结构 的 导出 ， 需 检查 并 分 析 各 种 可 能 情 
形 ， 论 证 极为 细致 ， 当 可 约 结构 中 点 数 增 多 时 ， 工 作 量 极 大 ， 因 而 自 
Birkhoff 起 虽 经 不 少数 学 家 的 努力 ,积累 了 相当 数量 的 可 约 结构 ， 但 其 
数量 离开 证 明 “ 每 个 平面 图 都 包含 一 个 可 约 结构 ”还 极为 遥远 。 直至 
Heesch 的 工作 指明 用 设计 计算 机 算法 寻求 可 约 结构 后 ， 方 使 这 种 努力 
面 且 一 新 。 由 此 例 可 见 , 计 算 机 算法 的 设计 与 研究 , 在 现代 数学 的 各 个 
研究 领域 中 ,正在 起 着 越 来 越 重 要 的 作用 . 

“顺路 返回 ?算法 系 Lehmer 在 [100] 中 首先 提出 的 ,在 各 
类 组 合 结构 的 遍 数 方面 已 有 很 多 应 用 ， 关 于 这 方面 的 工作 可 
见 Golomb and Baumert [69], Knuth [99], Schmidt and Druf- 
fel [142] 及 Dénes and Keedwell [55], Nijenhuis [118] 2, 


6.1.2. 分 枝 定 界 算法 


分 枝 定 界 算 法 是 Litle 在 [103] 中 为 解决 著名 的 “ 货 郎 
担 ” 问 题 首先 提出 的 , 现 已 在 各 种 运筹 学 问题 中 有 了 很 多 应 
用 .假设 我 们 需求 得 min f(x) 的 极 小 点 *。 分 枝 定 界 算法 的 
基本 思想 是 :每 到 达 一 个 分 枝 点 (ij), 设法 定 出 此 后 各 
BAK Gi RL), Gi kL), :上 目标 函数 f(x) 的 下 界 ， 
从 中 选择 一 个 下 界 最 小 的 分 校 继续 前 进 。 因 为 我 们 设想 : 沿 
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下 界 小 的 分 枝 找 到 最 小 值 点 的 可 能 性 似乎 大 些 . 重复 这 种 分 
校 定 界 的 过 程 , 便 可 到 达 某 个 叶 点 x*。 此 时 ,将 f(x) 的 值 与 
各 个 分 枝 点 上 已 定 出 的 下 界 相 比较 ， 若 各 分 枝 点 的 下 界 值 都 
> f(x"), SW tC") 便 是 最 小 值 ;否则 选择 一 个 下 界 最 小 的 分 
枝 重复 上 述 过 程 。 由 此 可 见 , 运用 分 枝 定 界 算法 的 两 个 主要 
PRR: (i) 赋予 集合 和 以 某 种 树 形 结构 , 亦 即 分 枝 的 方法 ; 
Gi) 在 每 个 分 枝 点 上 给 出 一 个 较 好 的 下 界 , 亦 即 定 界 的 方法 . 

下 面 我 们 以 零件 加 工 顺 序 问 题 〈 见 越 民 义 、 韩 继 业 [9] 
[10]) 说 明 分 枝 定 界 算法 的 实现 方式 ， 

设 有 # 个 零件 Js Js ed, 须 在 m 台 机 床 Mie, 
Mn EWE. 假定 每 个 零件 J; 都 需 依 次 通过 M, Ma, t, 
Mm， 又 假定 每 台 机 床上 在 同一 时 间 只 能 加 工 一 种 零件 , 且 庄 
零件 以 同一 顺序 Ji. Jas ttt Jin 经 过 各 个 机 床 My, RB 
ao 一 pin) Æ l, 2, :2 的 一 个 排列 .假设 在 
M, 上 加 工 J, 需 花 费 ai; 个 单位 时 间 ， 要 求 寻找 一 种 零件 
Jatte, J, 的 最 优 通过 顺序 w = Gi, ij,"……, i。) 使 得 从 第 
一 个 零件 J, 在 M， 上 开始 加 工 起 到 最 后 一 个 零件 .J;, 在 
M,。 上 加 工 完 毕 止 ,所 历经 的 总 加工 时间 Tlo) 为 最 短 . 


WERE o= G, e i) 的 同一 次 序 依次 通过 
诸 机 床 Mi, Ma:。.。. 时， 在 加 王 对 程 中 常常 会 出 现 “停工 待 


料 ” 的 现象 : 机 床 Mi 已 加 工 完 J;,, 但 下 一 个 零件 Ja 在 
My 上 尚未 加 工 完毕 , 因而 MA 便 处 于 空闲 状态 直至 Jiga 
在 My. 上 加 工 完毕 才能 继续 工作 . 对 于 不 同 的 通过 顺序 o, 
这 种 停工 待 料 的 程度 也 就 不 同 .“ 零 件 加 工 顺序 问题 " 即 为 求 
出 一 种 最 佳 的 顺序 "， 使 得 Mn 的 累计 空闲 时 间 达 到 最 小 . 
对 于 两 台 机 床 的 情形 ，Johnson 提出 了 一 种 行 之 有 效 的 
算法 : 
在 阵 4 = (a) 中 找 出 最 小 的 az 《 若 不 止 一 个 任 取 其 
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一 ), 若 im 1, 则 将 J; 排 在 最 前 面 ; 若 ;一 2, 则 将 J; 排 在 


REE. 然后 划 去 该 列 ,继续 这 一 过 程 , 直 至 全 部 列 都 划 去 即 


得 最 优 排列 . 

例如 对 于 表 1 所 示 的 例子 ,最 小 元 an 一 2, i 一 2, BH 
J, 排 在 最 后 。 划 去 该 列 后 , 最 小 元 为 an = ay = 3, ERE 
一 ,例如 由 a 一 3,i = 1 即将 J, 排 在 最 前 .如 此 反复 , 便 
得 最 优 排列 为 73JsJ4];,， 相 应 的 最 小 加 工时 间 为 了 一 28. 


表 1. 


但 当 » 宇 3 时 ,情形 大 为 复杂 ,迄今 仍 无 一 个 其 有 效 性 能 
与 上 述 Johnson 法 则 相 比 的 一 般 性 算法 ,而 且 业 已 证 明 : 的 确 
不 存在 很 有效” 的 算法 .Ignell 在 [88] 与 Lomnicki 在 [106] 
中 首次 将 分 枝 定 界 算法 用 于 零件 加 工 顺序 问题 的 求解 . 其 
后 , 他 们 的 定 界 方法 又 有 了 改进 。 为 了 运用 这 一 算法 , 我们 
首先 赋予 o 个 排列 以 一 种 树 形 结构 : 根 点 口 表示 全 部 的 排 
列 , 过 0 点 有 = 个 分 枝 Ki, Ki, +++, Ka, 分别 对 应 于 排列 
we (i da, 7+, ia) 中 第 一 个 数 i 的 = MARA, TA 
K, 对 应 于 形 如 o = (s, ir, +++, in) 的 排列 全 体 ， 过 每 个 节 


点 K,， 又 引出 ”一 工 个 分 枝 Ksa, Ky,°°* 1s Kastis %» 
K,, 对 应 于 w = Cs, iz, , in) 中 第 二 12 的 ”一 工种 
选择 方式 ，……. 一 般若 D = (°°, s) 1,2, enn 


一 个 对 排 列 ， 则 节点 Kp 表示 形 如 Ci, tts Ska ikti 17s 
in) 的 排列 全 体 . 为 了 定 出 诸 节点 Ko 上 的 下 界 值 ,我 们 引述 
越 民 义 . 韩 继 业 在 [10] 中 给 出 的 关于 "可行 和 * 这 一 重要 概念 
的 说 明 . 
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定义 1。 设 零件 加 工 顺 序 为 o= G, in ttt, in), 相应 
的 加 工时 间 和 矩阵 为 
ay 


1 fia T lig 


Aca 一 | …. 


ax, ese lün 


Ami, Gmig’** Amin 


WH 4(o) 中 ai, 与 am。 用 一 条 折线 相连 , 此 折线 只 能 沿 
水 平方 向 向 右 或 垂直 向 下 , 且 仅 以 ay, 为 其 顶点 。 每 一 条 这 
样 的 折线 称 为 对 应 于 @ 的 一 可 行 线 . 全 体 可 行 线 集 合 即 为 
{1(o)} = {CA Caz), +++, Cs ik) 
(2, fads 72s (2s bas os 
(m, itp yds ttt Cm, ikm)), 
1<kh <hi<+++ Shp =}, 


SHAR D>) au 为 对 应 于 o) 的 可 行 和 . 
) 


(ki) E Koo 
下 面 的 重要 定理 给 出 了 加 工时 间 To) 与 可 行 和 的 关 
系 . 
Ex 起 民 义 、 韩 继 业 [10])。 设 诸 零 件 以 同一 顺序 


om, sin) 依次 通过 M, M2，……，M。， 则 总 的 加 工 
时间 7(w) 等 于 阵 4(w) 中 最 大 的 可 行 和 : 
T(@) = max Ri (1) 


Mead (gE Mw) 
由 此 定理 可 以 引出 计算 阵 B 一 (5;;)wxa 最 大 可 行 和 的 递 
推 方法 : 以 TG, j) 记 从 bn 到 by 的 最 大 可 行 和 , 则 易 见 
T(i,)) = max (TG, į} —I + TG —1,4)) + bu. (2) 
由 (1) 式 可 见 ,对 任意 一 个 可 行 线 1(w), 均 有 


T(w) 之 akis 
Cki) Ea) 


亦 即 每 个 可 行 和 都 给 出 TC(w) 的 一 个 下 界 。 为 了 从 中 选择 
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一 个 较 好 的 下 办 ,已 提出 了 车 二 种 方法 .在 二 3 的 情形 , 越 
民 义 、 韩 继 业 在 [10] 中 提出 了 一 个 很 好 的 定 界 方法 。 今 结 
合 表 2 的 例子 叙述 于 下 。 为 书写 方便 见 ， RINE 4 = (a) 


rH, aj = 4j, 42; = bj, lj | Cju 


表 2 
Ji Jı Js Jı Js Je 
a; 12 4 3 6 2 
b; G 2 6 11 8 14 
Ci 3 3 8 7 10 12 


为 了 定 出 节点 天 ,处 的 下 界 ， 首 先 注意 K, 对 应 于 形 如 
(1, i, ta, ++, ia) 的 排列 全 体 , 故 将 J, 排 在 最 前 面 ， 再 据 
b; 和 c, 的 值 将 J 到 Je 按 Johnson 法 则 加 以 重 排 得 到 
Fee ah ye J J 
6:12 4 6 2 3 
7 : 26 8 14 1 
3 : 3 8 10 12 7 


然后 计算 如 下 定义 的 5,，52 Ss, 其 中 a= D) aj: 
Si = a + min (b; + ¢;) = 33 + 5 = 38, 
iķl 
26 81411 
381012 7 
= 13 + 49 = 62, 
S= ath tet >) c, = 16 + 40 =I 56, 
sol 


Sa +a + ( ) 的 最 大 可 行 和 


取 r, = max (Si, Si, S) = 62, 由 定理 A 易 知 
min T Co) > max (S,, S2, Ss) = 62. 
weK, 


这 里 用 同一 文字 K， 表 示 形 如 (1, te, +++, is) 的 排列 全 体 。 
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用 同样 方式 可 算得 r= 64, r3 = 55, 7,59, rs = 58, 
xi 59, 按照 分 村 定 界 算法 的 基本 思想 ， 0 
最 小 的 一 个 分 枝 。 本 例 ”: 一 55 为 最 小 , 故 选取 分 枝 K, B 
后 进而 计算 在 其 后 各 分 枝 Ku, Kn, Ku, Kos, Ku a. 

设 D= (4, +++, te) 是 1,2, +++, n 的 一 个 人 排列 ， 
确定 在 结 点 Ko 处 下 界 的 一 般 方 法 为 : 首先 根据 5; 和 cj; 的 
值 将 诸 零件 J, (pe sj 1, +++, k) 按 Johnson 法 则 重 排 
成 (spars ett, Sa), 然后 令 l 

Sat min y Bite), 
EEst 


asa tts As A 
s= ‘ ta) 的 最 大 可 行 和 
bss caries by, 
if sC eee 8 OV es ea ER, 
spay OO "o Usa 
jee, 


$3 = 阵 bs . "by, wen 


i=k+1 
并 取 rp = max (S,, S2, S3), 由 定理 A 易 知 
min T(o) > 


w€K(D) 

故 可 取 rp 为 节点 Ky 处 的 下 界 . 

在 本 例 中 ra = 60, ry = 62, ry = 60, ra = 56, ry 一 
59. 其 中 以 rs =56 为 最 小 , 故 沿 分 枝 Ks 继续 前 进 。 然 后 
按 上 述 方法 算得 节点 Koi, 7+, Kass 处 的 下 界 ras, = 60, 
ra = 60, ras = 60, rass = 57, 因 rs Bh, WA BEE h 
ra = 59, ras 一 57, rassa 一 57. ER, raea 一 rax4 同 取 最 
小 值 ， 任 取 其 一 ， 例 如 取 定 节点 Kaa T Kua 只 有 两 个 分 
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枝 , 分 别 对 应 于 排列 co, 一 (356214) 与 co, = (356241) ,直接 
计算 得 出 Tle) = 59, To) 一 57。 至 此 已 抵达 时 点 天 。， 
KAA To) 值 与 行进 过 程 中 诸 节 点 Kp 处 计 得 的 下 界 
相 比 , 我 们 发 现 , 诸 下 界 均 >57, 因 沿 下 界 >57 a 
进 决 不 会 得 比 57 更 小 的 7(w) 值 ,大 To) = 7(356241) 
便 为 最 优 加 工时 间 . APER Ksa 前 进 , 仍 得 出 另外 二 
种 最 优 排列 : T(356412) = 了 (356421) 一 57。) 全 部 计算 过 
程 如 图 4 所 示 。 


所 有 顶点 


59 57 

图 4 用 分 核定 界 法 求解 零件 加 工 闫 序 问 题 的 档 形 图 
在 一 般 情形 , 当 我 们 每 次 沿 下 界 最 小 的 一 枝 到 达 时 点 KK。 
后 , 若 发 现 计 得 的 TC(w) 值 比 在 行进 过 程 中 计 得 的 某 一 节点 
Kp 处 的 下 界 rp 为 大 ， 则 表明 沿 Ko 前 进 有 可 能 找到 比 
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TC) 更 小 的 加 工时 间 。 BN BAR, 从 ro 值 最 
小 的 节点 Ko 开始 重复 上 述 计算 过 程 , 直至 最 后 到 达 某 个 叶 
点 ,相应 的 T(w) 均 不 超过 各 节点 六。 处 的 下 界 为 止 ， 
图 5 给 出 了 这 一 算法 的 计算 框图 ， 框 图 中 Kp, ro WE 
见 前 所 还 , 即 当 D = (5, °°, sk) 时 , Kp 表示 形 如 (4,， 
si) 的 排列 全 体 。，D* 表示 在 算法 行进 过 
程 中 已 确定 的 部 分 排列 ， 又 S={1,2,---, 2}. 此 外 ,， 当 
D* = (si, <12, s) Wid S\D* = (if1€S, sm0 
sah. MUL 2* (RIMES os A ER BY z 之 minT(o), 


Ko 是否 只 包含 两 个 排列 ? 
|e 
分 别 tie Me ahaa 
时 间 , 令 其 最 小 此 为 = 
M min rp 所 对 应 WR min (x, 2+) 为 新 的 上 界 
网 DD 作为 新 的 D” | 


F 是 否 存 在 某 个 Yp 使 得 7Y;<z*? 


[as 
2° 即 为 最 小 的 总 加 工时 间 , x” 要 
应 的 旺 序 妤 为 最 优 题 序 


图 5。 用 分 梳 定 界 算法 解 零件 加 工 顺 序 问题 的 框图 
中 表示 空 集 
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在 算法 的 进行 过 程 中 ， 我 们 还 需要 在 给 出 阵 B= (bi;) 

及 排列 w = (s, 2, °°, So) 后 求 出 阵 
Blo) 一 Chis) 

的 最 大 可 行 和 。 此 部 分 程序 可 写成 子 程序 的 形式 ,在 转子 前 ， 
主 程序 应 形成 完 阵 B = (b) 及 排列 w = (s, tee, sp). 

基于 递 推 式 (2), 用 初级 会 话语 言 BASIC 可 以 写 出 该 子 
程序 如 下 。 程 序 中 利用 关系 式 

max (x, y) = (|e +y] + |x — y])/2, 

尤 当 «x,y SOW HAH |x 十 y| 可 代 之 以 zx 十 y。 又 程序 
中 将 所 得 的 诸 T(i, 7)《 即 从 bi, 到 bis 的 最 大 可 行 和 ) 组 
KBE C 一 (7T(i, 门 ), T(m, n) 即 为 所 求 的 最 大 可 行 和 
7(o) ， 在 返回 主 程序 时 ,将 此 值 赋 予 变 元 了 

( 主 程序 已 有 DIM CQM, N)) 

500 REM SUBRO E 

502 FOR J=1TON 

504 LET C(0,J) 一 0 

506 NEXT J 

508 FOR | =1 TOM 

510 LET C(1, 0) =0 

512 NEXT I 

514 LET S(O) 一 0 


516 FOR I =1 TO M 
518 FOR K =1 TON 


520 LET J =S(K) 
522 LET H=S(K — 1) 
524 LET X =C(I—1,J) 
526 LET Y = C(1, H) 
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548 LET C(1, J) =(X + Y + ABS(X 
— Y))/2 + BU, J) 


530 NEXT K 
532 NEXT I 
534 LET T = C(M,N) 


gs URN 


注 。 由 于 阵 的 第 零 行 ; 零 列 之 值 0 及 s0) 一 0, 在 计算 
过 程 中 一 经 形成 , 不 再 改变 , 故 语句 502~ 514 实际 上 可 移 到 
主 程序 一 开始 置 初 值 部 分 中 ,不 必 每 次 转子 时 重复 形成 。 

本 节 例 2 中 的 a,b; 及 ci 之 值 ( 表 2) 取 自 Lomnicki 
[106] ,但 定 界 方 法 采用 越 民 义 、 韩 继 业 [10] 中 者 。 由 于 这 种 
定 界 方法 是 迄今 较 佳 的 一 种 ， 因 此 上 面 的 计算 比 Pomnicki 
[106] 中 所 列 出 的 大 为 减少 。 第 一 次 抵达 的 叶 点 便 是 最 小 值 

最 后 仍 需 指出 的 是 ， 尽 管 顺路 返回 算法 与 分 枝 定 界 算法 
在 遍 数 的 技巧 上 作 了 相当 大 的 改进 ， 但 这 两 种 算法 所 需 的 工 
作 量 依然 是 很 大 的 。 对 各 类 问题 ,我 们 仍 需 结合 问题 的 特点 ， 
努力 寻求 有 效 的 算法 。 对 于 优化 问题 , 我 们 还 应 深入 研讨 最 
优 解 的 结构 ,以 便 在 遍 数 过 程 中 , 预先 排除 更 多 的 分 枝 , 减少 
计算 量 。 例 如 越 民 义 、 韩 继 业 在 [9] 中 曾 得 出 了 最 优 加 工 顺序 
中 ,确定 相 邻 两 零件 先后 次 序 的 充分 条 件 , 较 Nabeshima [115] 
中 的 同类 条 件 简化 很 多 。 对 于 三 台 机 床 的 情形 , 在 某 些 极为 
特殊 的 场合 ,可 以 较 快 地 得 出 最 优 顺 序 , 但 在 一 般 情形 , 尚 有 
待 于 更 深入 的 研讨 。 
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6.2. 计算 机 算法 分 析 : 分 类 问题 的 “气泡 ”算法 


本 节 将 综合 运用 前 面 各 章 中 介绍 的 组 合计 数 方法 于 计算 
机 算法 分 析 的 一 个 例子 : 分 类 问题 的 “气泡 ”算法 . 

现代 电子 计算 机 的 应 用 范围 早已 从 传统 的 数值 问题 的 求 
解 扩 大 到 诸如 生产 过 程控 制 ， 大 规模 数据 处 理 等 一 系列 领域 
中 ,新 的 问题 和 算法 不 断 出 现 ， 如 何 寻求 一 个 可 行 的 算法 ,如 
何 从 数学 上 分 析 某 种 算法 的 有 效 性 ， 又 如 何 比较 为 了 达到 同 
一 目标 而 提出 的 各 不 同 算法 的 优 劣 ， 构 成 了 计算 机 算法 分 析 
这 一 引人入胜 的 新 课题 .评价 一 个 算法 的 优 劣 标准 有 很 多 , 例 
如 (i) 求解 结果 的 精度 ;《〈ii) 运算 时 间 的 长 短 ; GD SAF 
储 单元 的 多 少 以 及 Gv) 程序 的 长 度 和 复杂 性 等 等 。 其 中 
GD 的 估计 一 般 较 为 容易 , (iv) 又 多 少 和 各 个 机 器 的 特点 有 
关 , 而 对 于 非 数值 问题 , 不 同 的 算法 常常 能 得 到 同一 结果 , A 
此 对 于 此 种 算法 , 运算 次 数 的 分 析 尤 见 重要 。 本 节 将 以 分 类 
间 题 的 “气泡 ”算法 为 例 , 着 重 说 明 组 合计 数 方 法 的 应 用 . 

所 谓 分 类 问题 ， 简 单 地 说 , 就 是 将 x# 个 位 置 上 的 # 个 
“ 数 ”, 按 某 种 规定 的 顺序 重新 排列 。 用 计算 机 操作 系统 中 常 
用 的 术语 来 叙述 就 是 :给 出 一 个 由 + 项 “记录 ”Ri,.…, Ra 组 
成 的 一 个 文件 ,每 个 记录 Ri 附 有 一 个 “主题 词 ”K;， 假 设 诸 
K; 可 以 相互 比较 ( 亦 即 诸 K: 构成 一 个 线性 序 集 , 见 3.3 节 ). 
分 类 问题 归结 为 求 出 1,2,…,r 的 一 个 排列 oA), 
a(n), 使 得 Kony S Koa) S +++ S Kota). 作为 K; 的 例子 如 
符号 语言 程序 中 各 有 段 的 标号 ,它们 一 般 由 26 个 拉丁 字母 和 数 
字 0~9 组 成 .在 程序 编译 时 ,第 一 次 扫描 一 般 需 将 程序 中 出 
现 的 庄 标 号 按 字典 次 序 排列 成 表 。 分 类 问题 在 计算 机 数据 外 
理 , 编 译 程序 、 操 作 系统 等 软件 系统 中 有 着 重要 的 应 用 .Knuth 
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在 [98] V.3 中 甚至 引用 一 家 厂商 的 统计 断言 ， 当今 计 算 机 约 
有 四 分 之 一 的 运行 时 间 花 费 在 运算 对 象 的 “分 类 ”上 . 

下 面 为 叙述 简单 见 ,我 们 仍 将 = 个 “主题 词 ” 天 设想 成 
个 数 1, 2, .…, n.。 氨 今 已 有 不 少 分 类 问题 的 算法 ， 如 在 
Knuth [98]V.3 中 就 列举 了 约 25 种 不 同 的 算法 ,其 中 之 一 “ 气 
泡 ” 算 法 的 基本 思想 如 下 : 设 初 始 排 列 为 P= (a, a ……， 
a,)， 我 们 首先 比较 a 与 a, 车 a1 和 a,， 则 不 作 变 动 , 即 令 
a ay, a) = a; 若 a, > a2, 则 交换 两 者 的 位 置 , 令 a a, 
PER 接着 比较 a, 与 a3, a 与 aq, °°", Gt 与 es。 经 
过 这 一 次 扫 视 得 到 排列 P= (ai, ai, tt, an). WP 再 重 
复 这 一 过 程 ,如 此 反复 ,直至 最 后 得 到 PO m (al, , a) 
满足 iM <--> <a Aik. 1 给 出 了 当初 始 排 列 P, 一 
(4162735) 时 ,逐次 扫 措 的 结果 . 

在 这 一 算法 的 进行 过 程 中 , 大 的 元 宛如 水 中 的 “大 气泡 ” 
一 般 逐 渐 上 升 ,直至 顶 住 比 它 更 大 的 “气泡 ”为止 , 故 形象 地 名 
为 “气泡 ” 算法。 从 表 1 所 示例 子 可 见 ,每 次 扫 视 中 最 后 一 个 
上 升 的 “气泡 ”如 P; 中 的 “6”) 在 下 一 次 扫 视 中 便 不 再 上 升 . 
因此 若 在 Py 中 4 十 1 为 最 后 一 个 上 升 的 “气泡 ”所 到 达 的 位 
置 , 则 在 下 一 次 扫 视 中 ,只 需 扫 视 前 面 4 个 元 ofP,--+, aW, 


Rl. “气泡 "算法 例 


P, P Ps Ps P, 


Cs ae ee ee | 
3/5 6 6 6 
7 375 5 5 
2 6 3 44 4 
672 ,4 3 3 
1 4 2 2 2 
471 1 1 工 


"241。 


| 


BESI “A” SE RSI CHR T ERTER 2 用 来 
存放 上 述 的 4“ 值 ， 亦 即 每 次 扫 措 开始 时 需要 确定 其 最 后 位 置 
的 元 af? 的 最 大 下 标 is 而 工作 单元 上 则 指出 正在 交换 的 一 
对 元 Ca; 与 sis)， 每 次 扫 视 开始 对 初 值 为 0. 
“气泡 "算法 。 
1. (Hid WOME) n 一 d. 
2. (HEA) 0 一 1; 对 于 j 一 1, 2,.…, 4 一 1, 完成 第 3 
步 中 所 示 的 运算 . 
3.《 比 较 与 交换 》 车 wm > ajar, 则 交换 a; 与 a 的 位 
置 ,并 将 i 值 送 入 tj. 
4 GRADE + 一 0, 算法 结束 ,否则 :一 424， 去 步 2. 
这 一 算法 的 运算 次 数 涉及 到 三 类 量 : 1. 454 as 
交换 的 次 数 5;3. 比较 的 次 数 “. SAR—-DHH 
BA, “Aa” 算法 的 运算 次 数 与 初始 排列 P= (a, a, 
+, da) 中 反 序 的 多 少 有 关 .。 此 处 所 谓 Ga, aj) 构成 一 对 
RR, RH i<j, 但 a >a; Piin P = (4162735) 中 ,有 
(4,1), (4:2), +, (7:5) SH SMR. SA b; 记 排列 P 中 


AF P AMAA i 的 元 数 ,并 称 B = (Chi, brs ++, bn) 为 


排列 P 的 反 序 表 。 例 如 对 表 1 中 的 P 
P = (4162735), 
B = (1230200), 
此 因 在 P 中 位 于 “3” 左 边 的 4, 1, 6,:2, 7 中 有 3 个 数 4, 6,7 


”大 于 3, 故 与 一 3; 位 于 6 左边 的 1, 4 均 小 于 6, 故 名 一 0 等 


时 


等 。 由 定义 可 见 , 0 <Sh <n 一 j、 不 难 证 明 任 一 B = (h, 
b,) 只 要 满足 

DOS Ani(i=1,2,.…,n), (1) 

总 可 以 找到 唯一 的 一 个 排列 P， 使 它 的 反 序 表 为 及， 例如 对 

上 例 所 未 的 B = (1230200), Ao = 0, i P= (---6-> 
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7..….), 再 由 b6,=2, BR P= (---6-+-7---5>+-), BH 
下 一 0 可 见 P 一 (4 6…7…5 9)， 如 此 反复 便 可 得 
到 P = (4162735), AURA RB b; 的 选取 是 独立 的 ， 
只 须 满足 (1) Ma. BR 5。 一 Do, 给 出 了 排列 P 的 全 部 反 
序 个 数 . 
下 面 我 们 假设 气泡 算法 开始 执行 时 7 初始 排列 P = (a, 
925 °°", 4 an) 的 反 序 表 为 Chi, bz, °° -,6,). 在 气泡 算法 中 ， 
初始 排列 每 有 一 组 反 序 ,就 需 进行 一 次 交换 ,因而 总 的 交换 次 
Ro 等 于 P 的 所 有 反 序 个 数 
bb, +b +++ tbn (2) 
其 次 ， 试 攻守 气泡 算法 历次 扫 视 后 所 得 的 排 区 ， 并 算出 相应 的 
REŽ 
P, = 4162735, B, = 1230200, 
P, = 2531647, B, = 0120100, 
P; = 2315467, B; = 0010000, 
我 们 发 现 , 若 记 Bx = (bP, +++, OS), MWER k RAWA 
B, 中 的 正 元 都 减 1, Bll 


BRD = (HH) — J), , (3) 
其 中 a) 定义 为 
o fx, x >l; 
ar < (4) 


(3) 式 的 证 明黄 易 ,此 处 从 略 ,读者 可 作为 一 个 练习 ，。 由 (3) 式 
可 见 , “气泡 ”算法 共 需 进行 


a = | + max (bi, b2, °t, bn) (5) 
次 扫 视 .在 每 次 扫 视 中 共 进 行 了 4 一 1 次 比较 , 故 共 需 
cse tate 十 cs (6) 


REE, cg 等 于 从 排列 P; 得 到 Pi 所 需 的 比较 次 数 . 
今 证 
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cj = max{b; + ilbh >j — 1} Ci. (7) 
实际 上 ， 假 设 经 过 了 i 一 2 次 扫 视 后 得 到 P= (ai, ee 
a), RRR Bi (1, tt, bn). TE b, = Ch 一 5 十 
De, o> O04 AMY 5 之 j 一 1。 假定 在 P 中 第 个 位 
置 上 的 元 a) 一 i, 又 设 在 a, 的 左边 有 be 个 元 >i, 8 个 元 
<i; 而 在 4 的 右边 有 be 个 元 >i, Se 个 元 <i, 则 由 定义 


bL = b, Se + Sp =i — 1, br tS, =1—-1, HENS Sg 二 


站 一 +1, 亦 即 在 of MAW ++i PHI, 
因此 车 6; > 0, 则 a} 左边 的 最 大 元 至 少 向 右 移动 到 位 置 
P+ Sg 一刀 十 i 处 。 但 若 * 为 Pm 中 最 右边 一 个 需要 改变 
位 置 的 元 , 则 > 0。 由 此 可 见 ， 经 第 ; 一 1 次 扫 视 后 最 后 
一 个 “气泡 "应 上 升 到 如 十 ;位置 上 ， 于 是 第 i 次 扫 视 时 , 共 
需 进行 如 十 :一 2 次 比较 ,此 即 c= b, +s —-2=(4,— 
jt2+5—-2=46,+5—j, 

这 样 我 们 就 得 到 了 “气泡 ”算法 中 三 类 运算 次 数 的 表示 式 
(2), (5) 与 (6)， 为 了 求 得 气泡 算法 的 平均 运算 次 数 ,我 们 必 
须 分 别 求 出 a, 5,。 三 个 量 关于 全 部 o) 个 排列 的 平均 值 ， 
并 定 出 它们 的 渐 近 值 ， 这 构成 了 一 个 相当 复杂 的 组 合计 数 问 
题 . 

我 们 首先 来 求 出 交换 次 数 b 的 平均 值 E= V/a, 为 


o n) 个 排列 的 全 部 反 序 个 数 ， 如 前 , 记 ot 个 排列 全 体 构 成 的 


时 


集合 为 Sa EA L) RR 5S。 中 恰 有 多 个 反 序 的 排列 个 
数 , 则 由 排列 与 反 序 表 间 的 一 一 对 应 关系 ， 可 见 1A) 等 于 


不 定 方程 
D E D, | 
OLK Kni TR s.. n) 
的 解 的 个 数 。 FBLA) 的 生成 函数 为 
G, (x) = I (0) + EnC) + 1,(2)x? + oe 
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=j (O+ trte) eHre 
+ x77), 
一 个 随机 选取 的 排列 恰 有 的 反 序 的 几率 为 p,(%) = 
1.《k)/n1, 故 pa《%) 的 生成 函数 Pe(z) = EpC krt =G, l)n) 
一 h(x) 有 h(x)… h(x)， 其 中 
Aye) 二 (1 十 xz 十-… 十 x7/ 

因此 ,对 于 随机 选取 的 排列 ,其 反 序 的 平均 个 数 等 于 

b= D kpa Ck) = ((d/dr)Ps(x)) a 


= > 《pp + *(dhy/dx)> + tha) 
k=1 

= >> ((d/dx hy) em 
k=1 

ee: + ---+Gh—ID)/k 
k=1 


一 2 Ck — 1)/2 = n(n — 1)/4. 
此 即 气泡 算法 的 平均 交换 次 数 为 
b= (x? —2)/4, (8) 
其 次 我 们 计算 扫 视 次 数 a 的 平均 值 5。 直 (5) 式 ,和 欲 a< 
RHED 6:<k-1G=1,---,2), 另 一 方面 又 必须 
有 0 过 6 太一 1。 因此 若 z 一 i 之 一 1 或 i 达 z k W 


b 有 天 种 选 法 ( 即 0, 1, ---,k -—1)s M42 一 i 有 一 1" 


或 :过 2 一 & 十 1 时 b A(n—it 1) 种 取 法 , 故 满足 4 二 
& 的 反 序 表 共 有 krk, 个 。 由 此 可 见 满足 a 二 的 反 序 表 
个 数 共有 kki 一 (一 1 一 1)1 个 . 于 是 4 二 
的 几率 py = (Kk, — CR — IMR 一 1)/r1、 应 用 分 
部 求 和 公式 (4.2.15) 可 见 px 的 平均 值 为 
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2 kpr = D ACCA *k1/n1) 
=1 k=1 

— (Ck — 1PC — 1)1/2)) 
G +1)— > RR / ny 


(2 + 1) — PCa). 


I 


l 


n 


其 中 P) = D>) aA /or, H42 节 例 2 所 得 Pa) ~ 


Vwn/2， 因 此 气泡 算法 的 平均 扫 视 次 数 为 
a= n Van/2 + 0(1), (9) 
最 后 我 们 分 析 比 较 次 数 <。 由 (7) 式 知 ok HERK 
G) bini; Gi) 不 等 式 +1<k +i Ma<j-1 
之 一 成 立 。 此 处 注意 : ”在 第 RAR, ERK RK 
ci 至 多 为 # 一 j, 因此 可 设 《 委 2 一/ 为 了 计算 满足 上 述 
条 件 (i) 与 (ii) 的 反 序 表 {8:} 的 个 数 Nj, 我 们 记 Zi 一 
{0, 1, ,7}, 5, = Zi-23 Sz 一 ZRri-is 53 Zai, 则 易 见 
Nir = ISNA 53) U(S21S3) |. 
由 (3.4.9) 式 
NA = IS N S3] + ISN S3] T ISAS si|。 
今 显然 
ISNS] = (minGj — 2,2 — i) + 1)4, 
[SNS] = (mink + j —i,2 —i) +1), 
ISAS. S3] = (minl —2,k +5 —34, 
n—i)+1)4. 
当 i 宇 7 一 ij 十 2 时 ,7 一 2 之 2 一 i, 于 是 ISNSNS| = 
IS.VS31, BN = SNS 一 ”一 2 十 1; 而 当 k+2K 
i<n—-jft2Nk+j-i<j-2, ABS Ni = 15,9 
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人 | 二 /一 1; 最 后 当 i 一 8 十 2 时 ,十 1 一 >) 一 2 注意 
& 十 1 <S», 同样 有 Nig 一 |5N S| 一 不 十 了 一 1 十 1 综合 
所 得 可 见 满足 cj <k 的 反 序 表 B 一 {56.} 共 有 [[ (一 


ip(n—i+2) 


i+1) J] G-) JT &+i-itDH=GH+ 
k+2>7 


n=j+2>;i>k+2 
AG 一 Di- 种 取 法 . 记 GO = G +G Dat, 
应 用 分 部 求 和 公式 (4.2.15) ,可 见 c; 的 平均 值 为 


二 = a 
k=0 
= (@ 十 17 十 1)j 一 门 一 > HK Vimy 


E => Ohi: 
k=0 


因此 ¢ 的 平均 值 
EE toa ae Oy 
j= j=1 k=0 


RA f(A) i Wiis s=jtk,r=j—l, 
m=n+1, IM 


i=(" ON) ` sir” /nl 


2 O<r<s <n 


= (7) Wam 
其 中 
We=U/(m—1)!) >) (n= 
l1<i<m 
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由 命题 (2.5.8)， 
5 r = (Ni) — (DNT + 


O<r<N 
t 
0/9 (|) BOT = 8, (10) 
其 中 第 一 项 
(Nt/t)n=tw—1) = Cm — DD/ 
对 
Wome E m- B 
mMm! 1<r<m o<r<m-t 
的 贡献 为 


A/m) >) n= Dn = te. 


1<t<m 
由 42 节 例 3 知 上 一 和 式 等 于 (logm +7 + log 2)/2 + 
Olm. (10) 中 其 余 诸 项 的 一 般 形 式 为 “Ne? QSP- 
1, p 之 1) 或 0(D)5p， 在 这 些 项 中 ( 按 绝对 值 ) 最 大 的 贡献 
KANO, MKAMA 
(1/m!) 2 (m — t)i (m — 4), 


但 易 证 
D CDIm — 1)1/ mt 


l<t<m 


~ (1/m) >) (m—2)1(m — 1)! 


~ (1/m) V mx/2 = Cm") 
(4.2 节 例 2)。 因 此 (10) 中 其 余 诸 项 对 《1/m) W。 的 贡献 
为 Olm»), hter 
(W m/m) = (logm + 7 + log 2)/2 + O(m’), 
或 
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W pn = (m log m)/2 + (Y + log2)m/2 + O(m”), 
此 即 平均 比较 次 数 
5 n+1 
C =( 7 ) — (n logn )/2 
— (7 + log2)m/2 + OCm'”) 


= (n? — nlogn — (Y + log2 
— 1)n)/2 + O(n'*), (11) 


个 元 ,比较 了 元 大 小 及 扫 视 部 分 程序 段 执 行 时 间 已 知 后 ,立即 
可 算出 “气泡 * 算 法 的 平均 执行 时 间 。 对 分 类 问题 的 其 他 算法 
分 析 结 果 表 明 ， 气 泡 * 算 法 并 不 是 很 好 的 算法 , 它 的 缺点 在 于 
初始 排列 的 每 一 对 反 序 都 导致 一 次 交换 ， 这 一 点 是 可 以 避免 
的 。 关于 分 类 问题 的 其 他 算法 可 见 Kouth[98] V.3, Nivat 
[120] 等 。 

关于 计算 机 算法 的 设计 和 分 析 已 有 不 少 工 作 ， 如 Aho 
[18], Even [60], Meersman [111], Nijenhuis [118], Yeh 
[163] 等 。 
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